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Torwort des Herausgebers. 


l ErlaubniBa meines hochverehrten Lehrers veröffentliche ich hier 
die Vorlesungen über elektrische ytrÖme, welche im Winter 1864/5 
Kviixi gehalten worden. Dabei habe ich mich ansächliesslich an meiue, 
Keigene Nachschrift und Ausarbeitung gehalten; wie jede Abänderung, 
t sind auch weitere Ausführungen einzelner Punkte grundsätzlich rer- 
lUieden worden. Nur auf den paar letzten Seiten habe ich geglaubt 
leine kürzere Andeutung etwas weiter entwickeln zu sollen; es wurden 
vis der Vorlesung, wie ich aus meiner Nachschrift ersehe, die beiden 
V Moment«, welche nach Weber an einer Gleitstelle des iuducirenden 
t' Btromes in Betracht zu ziehen siud, deutlich hervorgehoben; aber aus 
|SiaDgel au Zeit konnte die Rechnung nicht mehr durchgeführt werden. 
In diesen Vorlesungen wird die Theorie der elektrodynamischen 
Erscheinungen mit Besprechung der Umstände eingeleitet, unter denen 
elektrische Ströme entstehen; der Begriff der Spannung wird ein- 
geführt, und die Ohmscheu Gesetze entwickelt. Es folgt eine Ueber- 
L sieht über die wichtigsten Methoden zur Messung der Stromstärke; 
I idabei müssen die Haupteigenschaf teu eines Magnets betrachtet und die 
magnetischen Fernewirkungen berechnet werden. Nachdem sodann 
Laoch der Widerstand erörtert worden, können die von Ohm angesteil- 
l ten theoretischen Betrachtungen dargelegt werden; aus denselben er- 
Igeben sich die Gesetze der Stromtheilung. Den Aljschluss dieser ein- 
■leitenden Betrachtungen bildet das zweite Kapitel, in welchem die 
lauptsäch liehst eu Methoden zur Bestimmung der Constanten besprochen 
Werden, namentlich der elektromotorischen Kraft und des Wider- 
Bitandes, dann auch der Polarisation und des Uebergaugswiderstandes. 
Das dritte Kapitel beschäftigt sich eingehend mit den Ampere- 
ihen Gesetzen. Zunächst wird die Wirkung abgeleitet, welche zwei 
teomelemeute auf einander ausüben, und dann die Wirkung eines 
^schlossenen Stromes auf ein Stromelement berechnet; ist aber die 
Virkung auf einen gleichfalls geschlossenen. Strom zu bestimmen, so 
E-existirt ein Potential, Dies wird für die Theorie des Rheometcrs gleich 
f verwerthet. Femer können die Wirkungen geschlossener StrSme mit- 
ist Determinanten einfach dargestellt werden. Endlich fttlirt die 
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Betrachtang von onendlich kleinen geschlossenen Strömen und toi 
Solenoiden za der Am pereschen Theorie des Magnetismus. 

In den beiden folgenden Abschnitten werden auf Grund diese 
Theorie zwei sehr wichtige Aufgaben behandelt. Einmal wird gezeigt 
wie jeder Magnet in Betre£P seiner Wirkungen nach Aussen durch eij 
System von geschlossenen Strömen zu ersetzen ist. Dann wird ei] 
System Ton Kreisstromen so aufgestellt, dass die elektrodynamisch 
Wirkung im Innern einer Kugel constant ist, und die Losung diese 
Aufgabe liefert eine ganz allgemeine Theorie der Tangentenboussole. 

Das sechste und das siebente Kapitel geben die allgemeinen Prin 
eipien fQr die stationäre Strömung der Elektiicitat im Raum und \\ 
der Ebene. 

Im letzten Abschnitt werden die inducirten Strome behandelt 
Nach einer kurzen Uebersicht Qber die Mittel, in einem linearen ge 
schlossenen Leiter einen Strom zu induciren, wird aus einigen eiu 
fachen Sätzen, welche die Resultate der Beobachtung zusammen 
fassen, das allgemeine Princip der Induction abgeleitet; dieses Princi] 
' bestimmt den Integralstrom durch die Aenderung, welche das Potentia 
des inducirenden Stromes auf den Leiter erfahrt. Den Schluss bilde 
die Betrachtung des von Wilhelm Weber aufgestellten allgemeine] 
elektrischen Grundgesetzes; aus demselben folgt sehr einfach das Am 
p er e sehe Gesetz fQr die Wirkung zwischen zwei Stromelementen, abei 
auch das Princip der Induction, wenn die wirklich in Bewegung ver 
setzten elektrischen Massen der Rechnung zu Grunde gelegt werden. 

Leipzig, im Juli 1883. 

Karl VonderMühlL 
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Einleitende Bemerkungen. 


In den folgenden Vorträgen soll eine Theorie der elektrodyna- 
mischen Erscheinungen entwickelt werden, d. h. der Wirkungen, 
welche die Elektricität ausübt, wenn sie in Bewegung begriffen ist, 
im Gegensatz zu den elektrostatischen Erscheinungen, wo die 
Elektriciföt immer als im Zustand der Ruhe befindlich angenommen wird. 

Ein Theil der elektrodynamischen Erscheinungen ist von erste d 
im Jahre 1820 entdeckt worden, nämlich die Wirkung der strömenden 
Elektricität auf einen Magnet. Einen weiteren Theil fand bald darauf 
Ampere, die Wirkung eines elektrischen Stromes auf einen andern 
Strom. Dieser gab zugleich die Gesetze der Wirkungen, eine voll- 
ständige mathematische Theorie der Erscheinungen, und die Entwick- 
lung derselben führte ihn zu einer sehr wichtigen allgemeinen Folge- 
rung: „Alle magnetische Wirkung kann durch elektrische 
ersetzt werden", eine Folgerung, welche nicht nur die Hypothese 
von besondern magnetischen Flüssigkeiten überflüssig macht, sondern 
auch eine Erklärung der Wirkungen giebt, die ein elektrischer Strom 
auf einen Magnet ausübt. 

Wir werden zunächst bloss sogenannte lineare Ströme betrach- 
ten, nämlich Ströme in solchen Leitern, wo zwei üimensionen gegen 
die dritte sehr klein sind; wir werden dann die Betrachtungen auf 
Flächen und auf drei Dimensionen ausdehnen; die Möglichkeit dieser 
Erweiterung beruht auf den theoretischen Ohm sehen Vorstellungen. 

Hieran wird sich die -Theorie der inducirten Ströme reihen, 
d. h. solcher Ströme, die in einem System von Leitern, durch welche 
Elektricität strömt, hervorgerufen werden, wenn ein Theil der Leiter 
seine Lage ändert, oder wenn eine Aenderung in der Intensität der 
vorhandenen elektrischen Strömung stattfindet. Der Entdecker dieser 
Erscheinungen ist Faraday. Durch weiteres Studium derselben ge- 
langte Wilhelm Weber zu einem sehr allgemeinen mechanischen 
Gesetze der elektrischen Fernewirkungen, zu dem sogenannten Webe r- 
schen elektrischen Grundgesetz. Dieses Gesetz umfasst die 

Neamann, Vorleanngen Aber elektr StrOmp. 1 



2 EinleiU»nde Beiiifrkiiii^en. 

sfiiunitliclieu FeruewirkungeD der Elektricitat , die der »trömendcn so- 
wohl, wie die der ruhenden; es folgen daraus die Ämp er eschen Ge- 
setze und die Gesetze der inducirten Ströme. Erst dadurch hat die 
Elektrodynamik eiii sicheres Fundament gewonnen; das Gesetz leistet 
in seiner Sphäre ganz dasselbe, was das New ton sehe Gravitations- 
gesetz. Wir sind damit gewiss nicht auf der letzten Stufe unsrer Er- 
kenntniss angelangt; es bedarf noch einer Erklärung des (iravitations- 
gesetzes und des Weberschen Grundgesetzes; aber dadurch kann das 
auf diese Tiesetze gegründete Gebäude keine Aenderung erleiden. 

Manche ältere Vorstellung ist durch das Web ersehe Gesetz be- 
richtigt oder modificirt worden; namentlich gilt das von der elektri- 
schen Spannung. W^ir werden jedoch, um von dem historischen 
(lange nicht abzuweichen, die betreffenden Erklärungen erst im An- 
schluss an die Theorie der inducirten Ströme geben und vorher die 
älteren Vorstellungen auseinandersetzen; der Gebrauch ist derselbe, 
wenn schon der Inhalt ein anderer wird. 

Wir geben als Einleitung eine summarische üebersicht der Um- 
stände, unter welchen Ströme entstehen, dann die allgemeinen Gesetze, 
von welchen ihre Stärke abhängt, die Grundbegriffe \uu\ die Grund- 
sätze, worauf die elektrischen Apparate beruhen, die Methoden zur 
Bestimmung ihrer Constanten, also eine Theorie der Messinstrunient.e. 


I.- Kapitel. 
Die Ohmschen Gesetze. 

§ 1. 

Erster Theil der Ohmschen Gesetze. — Entstehung von elektrischen 

Strömen und Richtung derselben. 

O. S. Ohm hat das grosse Verdienst aus genauen Beobachtungen 
die Gesetze der Stromstärke abgeleitet und damit einen sichern Grund 
für die folgenden theoretischen Untersuchungen gelegt zu haben. Die 
Resultate sind niedergelegt in der kleinen Schrift: )>Die galva- 
nische Kette", 1827.*) Ohne Zweifel hat die Einkleidung derselben 
in. eine mathematische Formel die schnelle Verbreitung der so wich- 
tigen Entdeckung gehindert; man war noch zu wenig gewohnt die 
Richtigkeit theoretischer Folgerungen durch genaue messende Beobach- 
tungen bewiesen zu sehen. Die Anerkennung blieb lange aus; erst 
durch das klassische Werk von Fet^hner: ^^Massbestimmungen 
über die galvanische Kette",**) 1831, haben die Ohmschen Gesetze 
eine weitere V€ft)reitung gefunden. Ohm hat die Beweise seiner Sätze 
experimentell mittelst Thernioströmen geführt, Fe ebner mittelst 
Hydroströmen; dieser musste grosse Schwierigkeiten überwinden, da 
zu jener Zeit noch keine constanten Hydroketten gefunden waren. 

Werden zwei Metalle, z. B. Wismuth und Kupfer, zu einem Bogen 
verbunden, so hat man eine sogenannte Thermokette; es entsteht 
darin ein Strom, wenn die eine Löthstelle erwärmt wird. Die Ent- 
stehung eines Stromes wird am sichersten beobachtet an der Ablenkung 
einer Magnetnadel; stellen wir den Bogen, wie die Figur 1 zeigte im 
Meridian auf, und in der Mitte des Bogens eine Magnetnadel, so wird 
bei Erwärmung der untern Löthstelle der Nordpol der Nadel nach 


*) Die galvanische Kette, mathematisch bearbeitet von Dr. G. S. Ohm. 
Berlin, 1827. 

**) G. Th. Fechner, Massbestimmungen über die galvanische Kette. Leipzig, 
1831. 
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Osten abgelenkt ; 

stellen wir dagegen 

die Nadel über dem 

Bogen auf, so wird 

bei Erwärmung der ^'*«* *• 

untern Löthstelle ihr Nordpol nach Westen abgelenkt; in dem letztem 

Falle ist jedoch die Ablenkung schwächer. 

Aus der Art der Ablenkung kann auf die Richtung des Stromes 
geschlossen werden; unter dieser Richtung verstehen wir diejenige, in 
welcher die positive Elektricität strömt^ und nehmen an, dass ebenso- 
viel negative Elektricität in der entgegengesetzten Richtung fiiesse. 
Ampere hat die folgende Regel zur Bestimmung der Stromrichtung 
gegeben: „Man denke sich eine menschliche Figur mit dem 
Strome schwimmend, das Gesicht nach der Magnetnadel 
gerichtet: dann wird der Nordpol der Nadel immer nach 
ihrer linken Seite abgelenkt." Demnach geht in unserm Falle 
der Strom von der warmen Löthstelle durch das Kupfer zur kalten 
und von dieser durch das Wismuth zur warmen zurück. 

Der Beweis dieser Regel wird durch die Hydrokette geführt. 
Wir denken uns zwei Metalle, z. B. Kupfer und Zink, zu einem Bogen 
verbunden, welcher nicht in sich selbst geschlossen ist; vielmehr wird 
die Schliessung durch eine Flüssigkeit bewerkstelligt, durch Wasser, 
besser durch angesäuertes Wasser oder durch eine Salzlösung. Stellen 
wir den Versuch mit Kupfer und Zink an, so geht nach der Ampere- 
schen Regel der Strom vom Zink durch die Flüssigkeit zum Kupfer. 
Es handelt sich also darum die Gründe anzugeben , woraus wir schlies- 
sen , dass in einer Hydrokette der Strom die genannte Richtung habe. 

§.2. ' - 

Der Voltasche Fundamentalversuch; elektrische Spannung, Span- 
nungsgesetz, Spannungsreihe, Spannungszahlen. 

Sie beruhen auf dem Voltaschen Fundamentalversuch. 
Bringt man zwei Metalle, z. B. Zink und Kupfer, mit einander in 
Berührung, ohne dass eine leitende Verbindung zum Erdboden statt- 
findet, so wird das eine Metall positiv, das andere negativ elektrisch, 
z. B. Zink positiv und Kupfer negativ; es ist das eine am Elektroskop 
l)eobachtete Thatsache. Volta hat zuerst den Satz aufgestellt, dass 
an der Berührungsstelle so lange eine Zerlegung der neutralen Elek- 
tricität stattfinde, bis der Unterschied der elektrischen Spannung 
einen bestimmten Wertli erhalte. Bezeichnen wir die Spannungen in 
den beiden Metallen mit x und y, so ist demnach 

dor Spann ungsunterschied a ist für die beiden Metalle constant. 


§. 2. Der Voltiutche FimilaiueutüJverttuch; clektriächo Spauuuug. 5 

Sind beide Metalle isolirt^ so muss iu jedem gleich viel freie 
Elektrieitat vorhanden sein, in dem einen positive, iu dem andern 
negative; wir haben also: * 

folglich •^=|-; y = ~Y' 

Ist dagegen das eine Metall leitend mit dem Erdboden verbunden , so 
kann es keine freie Elektrieitat enthalten; wir haben dann etwa 

y = 0, X — y = a] 

folglich X = a ^ y = . 

Wir können auch, wenn die beiden Metalle isolirt sind, uns noch eine 
bestimmte Menge freier Elektrieitat hinzugefügt denken; dann ist 

X + y = E, X — y = a] 
folgUch x=^-^(E + «), y = l{E-a). 

Die Spannungsdifferenz a ist zugleich das Maass der sogenannten 
elektromotorischen Kraft an der Berührungsfläche; es wird näm- 
lich nach Volta an der Berührungsfläche zweier Metalle erstens so 
lauge Elektrieitat zerlegt, bis ein bestimmter Spannungsunterschied 
stattfindet, und zweitens wird dieser Unterschied immerfort erhalten. 
Werden also die geschiedenen freien Elektricitäten nach beiden Seiten 
abgeleitet, so findet in der Grenzfläche fortgesetzt Scheidung neutraler 
Elektrieitat statt. 

Ein ferneres Resultat des Voltaschen Fund amental Versuchs ist die 
Voltasche Spannungsreihe: man kann die sämmtlichen Metalle 
in eine Reihe ordnen, derart dass jedes Metall sich positiv verhält 
gegen jedes unter ihm stehende, negativ gegen jedes über ihm stehende. 
Diese Reihe ist etwa die folgende: 

Zinkamalgam 

Zink 

Blei 

Zinn 

Eisen 

Kupfer 

Silber 

Gold 

Platin 

Kohle 
I 

Drittens fand Volta ein bestimmtes Gesetz, das Spann ungs- 
gesetz. Denken wir uns die Spannungsreihe der Metalle hingeschrie- 
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bell, so ist der Spanouiigsimterschied zwischen zwei beliebigen der- 
selben gleich der Summe der 'Spannungsunterschiede aller zwischen- 
liegenden. * Es sei die Spannungsreihe : 

A 

B 

C 

D 

E 


ferner bezeichnen (^, B) den Spanuungsunterschied zwischen A und 
B y u. s. f. Dann ist nach dem Obigen: 

{A, C) = {A, B) + {B, C) , u. 8. w. 

Volta suchte dieses Gesetz experimentell durch direkte elektro- 
skopische Messungen zu beweisen; doch sind die Werthe der beobach- 
teten Grössen so klein, dass seine Beobachtungen kaum beweisend 
sein können. Hingegen hat er einen scharfen indirekten Beweis ge- 
geben; wenn das Gesetz nicht stattiande, so müssten in jedem aus 
verschiedenen Metallen zusammengesetzten Bogen elektrische Strömun- 
gen entstehen. Es seien A, By C drei verschiedene Metalle; in y finde 
vorerst keine leitende Verbindung statt; die entsprechenden Spannun- 
gen seien .r, y, z und z'. Wir berechnen den unterschied von z 
und z\ Es ist 

X Z = (^, C)y 

y ^ x={B, A), 

z'-y = {C,By, 
folglich 

z'-z = {A,C)+{B,A) + {C,B). 
Da aber 

{B, A) {A, B), 

{C,B) = -(B,C), 

folgt schliesslich 

z' - z^= {A, C) - {{A, B) + {B,C)). 

Werden nun in y die beiden Enden leitend verbunden, und haben die 
Spannungen z und z' verschiedene Werthe, so findet in dem Augen- 
blick, wo die Verbindung hergestellt wird, ein Sturz von Elektricität 
statt; denn die beiden verschiedenen Spannungen gleichen sich aus. 
Sofort wird aber in den Berührungsstellen neue Elektricität ge^hieden, 
um den Spann ungsunterschied aufrecht zu erhalten, und es muss daher 
eine fortdauernde elektrische Strömung entstehen. Die Erfahrung zeigt, 
dass dies nicht der Fall ist; folglich müssen z' und z gleich sein, d. h. 
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iA,C) = (J,ß) + iB,C), 

wenn A^ By C drei beliebige Metalle bezeichnen. Dieselbe Betrachtung 
kann sofort auf beliebig viele Metalle ausgedehnt werden. 

Erst in neuerer Zeit ist wieder versucht worden, das Voltasche 
iSpannungsgesetz durch direkte elektroskopische Beobachtungen mit 
genügender Schärfe nachzuweisen, und zwar von Kohl rausch*). Die 
Epoche machenden Messungen wurden mit Goudeusator und Elektro- 
meter angestellt; einige der gefundenen Zahlen sind die folgenden: 


(Zink, Platin) 

107 


(Zink, Gold) 

112,7 


(Zink, Silber) 

105,6 


(Zink , Eisen) 

74,7 


(Eisen, Platin) 

32,3 

32,3 

(Eisen, Gold) 

39,7 

38 

(Eisen, Silber) 

29,8 

30,9. 


Die in der dritten Verticalreihe angegebenen Zahlen folgen nach dem 
Voltaschen Gesetz aus denen der zweiten; die Uebereinstinmiung ist 
genügend in Anbetracht der grossen Schwierigkeiten, mit denen die 
Messungen zu kämpfen haben. Es finden fortwährend nicht zu ver- 
meidende Aenderungen an den Oberflächen der Metalle statt; mit Blei 
gelangen die Versuche gar nicht; aber die Oberfläche änderte sich da 
auch deutlich von Stunde zu Stunde; ebenso stimmten beim Kupfer 
die vei*schiedenen Messungen wenig überein. 

Aus den obigen Werthen lässt sich eine andere Reihe von Zahlen 
ableiten, die der sogenannten Spannungszahlen. Man giebt einem 
bestimmten Metall eine gewisse Zahl, gewöhnlich Zink die Zahl 100, 
und bestimmt dann die Zahl tür jedes andere Metall so, dass der Unter- 
schied gleich dem Spannungsunterschied ist. Es folgt so: 

Zink 100 

Eisen 25,3 

Silber - 5,6 

riatiu — 7 

Gold — 12,7. 

§. 3. 
Die Hydroströme. 

Wir betrachten noch einmal die Spannungen in einem geschlos- 
senen Leitersystem und nehmen vier metallische Leiter an: A^ By C, />; 
mit den Buchstaben seien auch gleich die Spannungszahlen bezeichnet. 
Vorläufig sei ^D durch eine Oefinung bei y in zwei Theile getheilt; 
die Spannungen seien x^ y, Zy Uy u\ Wir haben dann: 

*) KohlrauBch, Pogg. Ann. 72, 76, 78, 82. 
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x—'u = (^i, I)), ß 

y — X = (/?, ^), 
z - !/ ={C,B), 

fulglich ^-^-.....^^^ u 

+ (C\ ß) + (D, C). »'•«• ^■ 

Au der Stelle y ist also der Spannungsuuterschied gleich der Summe 

der äpaniiungsuuterschiede au deu sämuitlicheu Beruh ruugsstelleu. 

Fiudet nun in y leitende Verbind uug statt, so entsteht ein elektrischer 

Strom, und die Strömung ist proportional dem Spaunungäuntcrschied 

an der Stelle y, also proportional der Summe von den Spannuugs* 

unterschieden der sämmtlichen Berühru'ugsstellen. 

Wenn aber, wie wir bisher angenommen haben, die vier Leiter 

Metalle sind, so gilt das Voltasche Uesetz; die Summe ist immer 

gleich null, 

u — u = 0, 

und wir erhalten keinen Strom. Man nennt solche Leiter, welche mit 
Ausnahme der Metalllegirungen sämmtlich chemisch einfache Körper 
sind, auch Leiter erster Klasse. 

Nun sei aber eiuer unter den vier Leitern ein Leiter zweiter Klasse. 
Zu diesen gehören im Allgemeinen chemisch zusammengesetzte Stoüe, 
namentlich Flüssigkeiten, überhaupt alle diejenigen Stoife, welche 
durch den galvanischen Strom zersetzt, in verschiedene Bestandtheile 
zerlegt werden. Es sei C ein solcher Leiter zweiter Klasse. Wir 
schreiben dann die Formel: 

u' — u = A — D + D~ A + {€, B) + (/?, C), 

indem wir vorläufig die Symbole (6', Z^), {D,C) beibehalten, da die 
Leiter zweiter Klasse dem Voltascheu Spannungsgesetze nicht folgen. 
Volta hatte angenommen, es sei der Spannungsunterschied zwischen 
einem Leiter erster Klasse und einem Leiter zweiter Klasse geradezu 
null; nach spätem genauen Untersuchungen dagegen ist ein Unter- 
schied auch hier vorhanden, aber sein Werth so klein, dass er im 
Vergleich mit den Spannungsunterschieden zwischen Leitern erster 
Klasse kann vernachlässigt werden, wenn man sich mit einem ange- 
nähert richtigeu Resultat begnügen will. Wir setzen daher vorläufig 
solche Spannungsunterschiede null. 

Thun wir das in der obigen Formel, so werden ((7, B) und (/>, C) 
null, und es entsteht: 

u-ü^B — D, 


§. 4. Eotätehung von Thermotttrömeu. Thermoelcktrische Reihe der Metalle. 9 



Statt des einen 
Metalle ein- 
ändern; die 



der Spanuungsunterschied in einem beliebigen Punkte ist also bloss 
abhängig von den Metallen, welche mit dem Leiter ;&weiter Klasse in 
Berühruug stehen; das Metall ist ganz gleichgilti/ 
Metalles hätten wir eine beliebige Anzahl verschi] 
schalten können ohne den Werth der Spannung 
Natur der metallischen Schliessung ist gleichgiltig. 

Wir wenden dieses Resultat auf eine 
Zinkkupferkette an. An der Stelle y fin- 
det der Spannungsunterschied u — u 
statt, und es ist ^ 

eine positive Grösse: folglich strömt be- 
ständig positive Elektricität von y durch 
das Zink zur Flüssigkeit, durch diese 
hindurch zum Kupfer; der Strom hat also 
die oben bei Besprechung der Ampereschen Uegel angenommene Rich- 
tung. Nach dem, was wir gesehen haben, kommt bloss der Spau- 
nungsunterschied zwischen den beiden Enden in Betracht, welche mit \ 
der Flüssigkeit in Berührung stehen; der Strom wird also bedingt 
durch die Beschauen heit der beiden sogeuannten Polplatten. 


w. 


u 


Fl 


Fig. 4. 


Zh 


§.4. 

Entstehung von Thermoströmen. Die thermoelektrische Beihe 

der Metalle. 

Im Wesentlichen liegt demnach die Ursache des Stromes an den 
Stellen, wo Metalle mit einer Flüssigkeit in Berührung stehen, und 
es folgt aus unsrer Betrachtung, dass ein elektrischer Strom entstehen 
muss, wenn in einem geschlossenen Leiterbogen das Voltasche Span- 
nungsgesetz gestört wird. Solche Störungen können nun im Allgemeinen 
auf zweierlei Art bewirkt werden, einmal dadurch, dass ein Leiter 
zweiter Klasse eingeschaltet wird, dann aber auch dadurch, dass die 
Verbindungsstellen der Metalle auf verschiedene Temperatur gebracht 
werden. Auf diesem letztem Wege entstehen die sogenannten Therm o- 
ströme, welche wir jetzt etwas näher betrachten wollen. 

Wir haben uns im Allgemeinen die Spaunungszahlen als Functionen 
der Temperatur zu denken. Nehmen wir einen aus zwei Metallen erster 
Klasse zusammengesetzten Bogen, und bringen wir die Löthstellen a 
und ß der beiden Metalle 
A und B auf die^Tem- 
peraturen / und /'; nen- 
nen wir ferner die Span- 
nungen y, u und w', in- 
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y 


A 
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dem wir uns wieder iu y die leitende Verbindung aufgehoben denken, 
80 haben wir: 

u — y = Bt — At ] 

folglich «' — u = At — At -\- Dt — Bf . 

Sind die Spanuungszahleu Functionen der Temperatur, so hat u — u 
im Allgemeinen einen von null verschiedenen Wertb. 

Nehmen wir nun an, es seien die TemperaturunterschicMie nicht 
sehr gross, so werden wir die Functionen A und B nach dem Taylor- 
schen 8atze entwickeln dürfen , und wenn wir die hohem Glieder vom 
Quadrate der Temperaturdifferenz (/' — /) an vernachlässigen, so folgt: 

B cA 




Der entstehende Thermostroni wird also proportional dem Temperatur- 
unterschied der beiden Lothstellen. Du: Erfahrung lehrt, das» dies 
bei den meisten Metallen der Fall ist, sobald die Temperaturdiffereus 
20 bis 30^ nicht übersteigt. Bei den praktisch sehr wichtigen Eisen- 
und Neusilberketten findet diese Proportionalitat statt, wenn die beiden 
Temperaturen zwischen und KH)'' liegen; die Abweichungen liegen 
innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler. 

Bezeichnen wir die Differentialquotieuten der Spann ungszahleu 
mit A' und B', so wird 

wenn wir dann die Metalle nach der Grösse der Differentialquotieuten 
in eine lieihe ordnen, so ersehen wir daraus das thernioelektrische 
V^erhalten der Metalle und können die Richtung und Starke desTliermo- 
stronies l>estimmeu. 

Diese thermoelektrische Reihe fallt mit der Voltaschen Spau- 
nungsreihe nicht zusammen. Die Thermoströme sind im Anfang der 
zwanziger Jahre von F. J. »Seebeck*) entdeckt worden; er giebt die 
folgende Reihe: 

Antimon 

Eisen 

Zink 

Silber 

Kupfer 

Zinn 

Neusilber % 

VVismuth. 


•) Scebück, Pogg. Ann. 6. 
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II ThermoBtroiiifU. TliermueluklriBi^liü Kcihü d«r Mctiük', U 


u 


'ie inaii sieht, ist die 
in der Becquerelsclitii 
Die Unsicherheit i 


querel*) dagegen hat (jefuiideu; 
Eisen 100 

Silber 73,8 

Zink 73,0 

Kupfer 72,8 
Platin «3,0. 

Stelhmg der Metalle in der Seebeuksclieu und 
Reihe etwas verschieden. 

n der Buütiniinung wird durch viele Umstände 
bedingt, welche noch wenig aufgeklürt sind, Einmal hat grössere oder 
geringere chemische Ueiuheit der Substanzen einen grussen EinHnss; 
bilden wir einen gescblusBeneu Bugen bloss aus Kisen, oder bloss aus 
Antimon, wo gieht es immer Stellen, deren Erwärmung einen elektri- 
schen Stroi*i liefert. Bisweilen rührt das von chemischer Unreinheit 
her, indem heterogene Stücke au einander grenzen; aber auch physika- 
lische DiÜ'erenzen genügen, wenn x. ^^. ein gehärtetes und ein weiches 
Stück desselben Metalles an einander greujien. Härtet man einen Draht- 
ring durch Torsion und macht dann ein Stück desselben über der 
Lampe weich, su erhält man durch verschiedene Erwärmung der beiden 
Stellen, wo die harten und weichen Theile au einander grenzen, einen 
elektrischen Strom. 

Magnus**) hat über diesen Punkt sehr umfassende Versuche an- 
gestellt. Der Strom geht durch die erwärmte Berührungsstelle vom 
weichen zum harten Theile in folgenden Metallen: 
Messing , Silber , Kuiifer , Platiu, 
ikebrl d^egen vom harten zum weichen in 

Neusilber, Zink, Zinn, Eisen. 
Auch die krystallinische Structur ist von Eindusa; so kommt es auf 
die Lage der Blätterdurchgänge im Wismuth und im Antimon an, 
wenn wir dieselben mit thermuelektrisch nahe stehenden Metallen zu- 
aammenlöthen, oder wenn wir aus einem Metall allein den Bogen 
herstellen, aber die Blätterdurchgäuge an gewissen Stellen sich kreu- 
zen lassen. 

Im Allgemeinen hat die tbermuelektrische Reihe nur so lange 
Uiltigkeit, als die Stärke des Stromes der Temperaturdifl'erenz propor- 
tional ist. Hiermit steht im Zusammenhang, dass hei sehr grosser 
TerajjeraturditTereuz die Richtung des Stromes in die entgegengesetzte 
tiborgeheu kann. Dies ist namenthch bei Silber und Ziuk beobachtet; 
nach den Messungen von Beurjuerei ist hier bei einer Temperatui^ 
irenz von etwa 22'*'* der Strom null, und bei grüsserer Dirt'erenz 


") Becquerel, Aun. do Chini. et du I'hjs. T. XLl. 1829. l'ogg. Ann. 17. 
'') MagDiu, t'ogg. Aiin. 83. 


1^1 



[2 I. Kapitel. Die Obmscbeu üetiotze. 

seiue Uiclituug entgegengesetzt, während %ei etwa 120" Temperatur- 
diifereiiz die Stärke des Stromes eiu Maximum ist. Aehnlich verhalten 
sich Gold und Zink. 

Diese Erscheinungen sind aus unserer Grund Vorstellung ganz gut 
erklärbar. Wir wollen die Resultate graphisch darstellen, indem wir 
die Temperaturditfurenzeu /' — / als Abscissen, die Werthe von Ai — Ai 
als Ordinaten einer Curve , 
abtragen; ebenso con- 
struiren wir eine zweite 
Curve, deren Ordinaten 
gleich Bt — Bf sind. Es 
ist dann der Werth von 
m' — w gleich der Diffe- 
renz der Ordinaten für 
die Abscisse t' — t. Der 
oben erwähnte Fall tritt 


-X' 



./-^ 


y."' 


eiu, wenn die beiden (3ur- ^'*»- *^- 

ven sich schneiden; in dem Schnittpunkt ist u — n gleich null, vor 
und nach dem Schnittpunkt das Vorzeichen von u — u das entgegen- 
gesetzte. Liegt die einem dritten Metall C entsprechende Curve zwischen 
denen von A und /?, so muss die Curve C entweder die Curve A oder 
die Curve // schneiden. 

Aus dieser fietrachtung folgt aber weiter, dass die Stelle, wo 
u — u null wird, nicht nur von der Temperaturdifferenz /'— /, son- 
dern auch von dem absoluten 

Wertli der Temperatur / ab- ^ n"" ^""^" ~^^t>- 

hängt. Um dies deutlicher zu ^ '/ ^^ <' 

machen, construiren wir eine Fig. 7. 

Curve mit der Abscisse /' — / und der Ordinate w' — m. Diese Curve 
schneidet die Abscissenaxe in den Punkten / und /', wenn für die 
Temperaturdifferenz t' — i 

Gehen wir nun, statt von der Temperatur /, von der Temperatur /, 
aus, wo /, > /, so wird für einen Werth /., , wo A, < f 7 

denn l^ ist die Abscisse derjenigen Stelle auf der Curve, deren Ordinate 
denselben Werth besitzt, wie an der Stelle t^. 

Die oben nach Becquerel angegebenen Zahlen sind nicht durch 
elektroskopische Messungen erhalten, wie sie Kohl rausch an Hydro- 
strömen angestellt hat; sondern Becquerel hat die Stromstärke ge- 
messen. Elektroskopische Messungen an Thermoströmen möchten auch 
beute noch unmöglich sein, weil diese Ströme im Allgemeinen viel 
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schwächer sind als die Hydroströme ^ es müssten Ladungen gemessen 

werden, welche im günstigsten Falle nur ^^^ oder -— von den schon 

sehr kleinen Werthen hätten, die Kohlrausch bestimmt hat. 

Wir können nun allerdings die Ströme verstärken durch Verviel- 
fachung der Stellen, wo das Volta- 
sche Spannungsgesetz aufgehoben ist. 
Denken wir uns in der durch die 
Zeichnung angedeuteten Weise Wis- 
muth- und Autimonstäbe zu einer 
Kette verbunden und die Verbindung 
zwischen dem letzten Wismuth- und 
Antimon ende durch einen Kupfer- 
draht hergestellt, halten wir ferner die 
obern Löthstellen auf der Tempera- 
tur /, die untern auf der Temperatur 
/', so haben wir an der Stelle y: 

oder 1/' — w = 3(Ar — fVr — At + Wt), 

Demnach wird die elektromotorische Kraft durch einen solchen Bogen 
verdreifacht. Man nennt die einzelnen Stücke die Elemente der Kette. 
In unserm Falle sind deren drei zu der Kette vereinigt. 

Die Verstärkung des Stromes findet jedoch ihre Grenze. Es rührt 
dies daher, dass die Stärke des Stromes noch von andern Umständen 
abhängt, namentlich von der Art des Weges. Hierauf bezieht sich der 
zweite Theil des Ohmschen Gesetzes. Der erste Theil lautet: 

Die Strömung ist proportional der Summe sämmtlicher 
elektromotorischer Kräfte. 



§. 5. 
neber verschiedene Methoden zur Messung der Stromstärke. 

Bevor wir zu dem zweiten Theile übergehen, wollen wir eine 
kurze üebersicht über die Methoden zur Messung der Stromstärke 
geben, hier nur ganz summarisch, indem wir uns vorbehalten später 
einige dieser Methoden eingehend zu betrachten. 

Man beobachtet erstens die Wirkung eines elektrischen Stromes 
auf eine Magnetnadel, wobei man immer eine Declinationsnadel an- 
wendet, oder umgekehrt die Wirkung eines Magnetes auf den Strom 
unter dem Einfluss von andern bekannten Kräften, z. ß. Torsionsknif- 
ten; in der Regel liefert dann der Erdmagnet die magnetische Kraft. 

Zweitens beobachtet man auch die Wirkung eines Stromes auf 
sich selbst, indem man einen Theil desselben beweglich macht; 
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auf diesem Princip beruhen das Webersche Dynamometer und das 
Neumannsche Rheometer. 

ürittens kann man aus der Erwärmung, welche der Strom in 
einem bestimmten DrahtstQck bewirkt, die Starke des Stromes be- 
rechnen; Hankel in Leipzig hat nach dieser Methode Messungen 
angestellt. 

Endlich kann man auch die chemischen Wirkungen des Stromes 
zur Messung seiner Starke benutzen ; man beobachtet die Quantität der 
durch den Strom zersetzten Substanz. . Gewöhnlich lässtonan den Strom 
Wasser zersetzen und misst die Menge des entwickelten Wasserstoff; 
aber diese Methode kann nur auf starke Strome angewandt werden. 

Wir wollen hier diejenigen Methoden auseinandersetzen, welche 
die Wirkung des Stromes auf eine Magnetnadel oder die Wirkung 
eines Magnetes auf den Strom benutzen; zu diesem Ende m&ssen wir 
vorerst die Eigenschaften eines Magnetes kennen lernen. 

§6. 

Eigenschaften eines Magnetes. Magnetische Hauptrichtiing und 
magnetische Axe; Bestimmung der letzteren. 

Jedes Molecül eines Magnetes ist ein vollständiger Magnet mit 
positivem und negativem magnetischem Fluidum, indem wir der alten 
Anschauungsweise folgen; wir werden später eine andere Erklärung 
geben; aber die Wirkungen bleiben unverändert. 

Wir nehmen an, es finde sich an der Stelle x, y, z das freie 
magnetische Fluidum ft; femer wirke eine magnetische Kraft, deren 
Ursprung soweit entfernt sei, dass sie in dem zu betrachtenden Raum 
überall dieselbe Stärke und Richtung habe, wie z. B. die erdmagne- 
tische Kraft; ihre Gomponenten seien A, B, C. Dann ist die Wirkung 
auf das magnetische Fluidum fi bestimmt durch die Gomponenten 

Afi, BfA, Cfi, 

und die Gesammtwirkung auf einen magnetischen Körper durch 

A£fiy B£fij C^^y 

wenn wir die Summe über alle Theilchen von magnetischem Fluidum 
nehmen, die in dem Korper enthalten sind. 

Nun lehrt die Erfahrung, dass jeder Magnet immer gleich viel 
positives wie negatives tluidum enthält, dass also 

211 = 0, 

Dies wird durch die folgende Beobachtung bewiesen. Ein Messingstab 
hängt in horizontaler Lage an einem Faden; an dem einen Ende A 
des Stabes ist eine Magnetnadel mit verticaler Axe, an dem andern B 
ein Gegengewicht angebracht; demnach ist der Stab um eine verticale 
Axe durch C drehbar. Sei nun H die Horizontalcoinponente der erd- 
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magnetischen Kraft, a 
der Winkel, den die 
Längsaxe des Stabes 
mit dem magnetischen 
Meridian büdet. Dann 
wirkt auf den Stab das 
Drehungsmoment 

ylB . sin a . ff . £(iy 

wo die Summe über 
alles magnetische Flui- 



n 


n 


A 


B 


C 
dum der Nadel auszu- Fig. 9. 

dehnen isi Der Stab wird nie gedreht, während sich die Nadel im 
magnetischen Meridian einstellt. Folglich ist E^ null. 

Wird ein Magnet um einen Punkt drehbar aufgestellt, und ist 
dieser Punkt sein Schwerpunkt, so nimmt er unter dem Einfluss der 
erdmagnetischen Kraft eine bestimmte Gleichgewichtslage an, in wel- 
cher die Summe der sämmtlichen Drehungsmomente null sein muss. 
Wir legen den Anfangspunkt der Coordinaten iu den Drebungspunkt 
und bilden die Ausdrücke für die Drehungsmomente. Da in dem Punkt 
X, y, z die Kraft A\k^ BfA, C(i wirkt, so werden die Summen der 
Drehungsmomente um die drei Goordinatenaxen 

2](yC(i —zBii) 
2J (zA(i — xC(i) 
2J (xB(i — yAfi) . 

Damit Gleichgewicht stattfinde, müssen diese drei Summen null sein. 
Nun sind aber die Grössen A, B, C constant; es kommen daher in 
den Ausdrücken nur die drei Summen vor: 

£x(i, ^yi^} £zfi. 
Denken wir uns also ein rechtwinkliges Parallelepipedum , dessen Kan- 
ten mit den Richtungen der Coordiuatenaxen zusammenfallen und an 
Länge diesen drei Summen gleich sind, so wird die Diagonale die 
Länge Af haben und mit den Goordinatenaxen die Winkel a, ß, y 
bilden, welche durch die Gleichungen bestimmt werden: 

M cos a = Uxfi , M cos ß = 2Jyfi , M cos y = 2z fi . 

Man nennt diese drei Grössen die magnetischen Momente des 
Magnetes in 'Bezug auf die drei Goordinatenaxen. Es folgt dann als 
Bedingung für das Gleichgewicht: 

C cos ß — B cos y = , 

A cos y — C cos « = , 

B cos a — A cos /3 = 0, 
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d. h. die Richtung der Diagonale M muss mit der Richtung der erd- 
magnetischen Kraft zusammenfallen. 

Die Richtung M heisst die Uauptrichtung des Magnets, und 
wenn sie durch seinen Schwerpunkt geht, seine Axe. Diese Richtung 
ist völlig bestimmt; denn sie bleibt, weil 2^fi = ist, bei einer Ver- 
legung des Anfangspunktes unverändert. Der Werth von M endlich 
heisst das magnetische Hauptmoment^ und das magnetische 
Moment für jede beliebige Richtung kann durch M ausgedrückt werden. 

x^ sei eine beliebige Richtung. Dann ist: 

a^i = X cos (o:, x^) -|- y cos (y, o;,) -|- z cos (z, x,) ; 

folglich wird: 

l^x^ |Li = ü/ { cos a cos {Xy .r,) -f- cos j3 cos(y, o;,) -\- cos y cos (z, a:,) } 

= M cos {M, x^) . 

Hieraus geht hervor, dass das Hauptraoment das grösste magnetische 
Moment ist, und dass für jede Richtung, welche auf der Hauptrichtung 
senkrecht steht, das magnetische Moment null wird. ^ 

Man kann den eben bewiesenen Satz benutzen, 
um die Axe einer Magnetnadel zu bestimmen, oder 
genauer ausgedrückt, diejenige verticale Ebene, wel- 
che die Hauptrichtung des Magnetes enthält. Denn 
wir haben die gewohnliche Form der Declinationsnadel 
im Auge, eines Magnetes also, der um eine verticale 
Axe in der horizontalen Ebene drehbar ist. Wir neh- 
men aber an, dass man die Nadel umlegen könne, 
(I. h. ihre obere Seite mit der unteren vertauschen. 
Allerdings setzt man oft voraus, dass die Axe der 
Nadel mit der Verbindungslinie ihrer Spitzen zusam- 
menfalle^ und angenähert trifft dies zu, weil bei der 
Magnetisirung eine gewisse Regel befolgt wird; allein 
es kann doch eine merkliche Abweichung stattfinden. 
Um die wahre Lage der Axe zu ermitteln, geben wir 
der Nadel beide Stellungen und beobachten jedes Mal 
die Richtung, in welcher die Verbindungslinie der 
Spitzen sich einstellt; die Halbirungslinie der beiden 
beobachteten Richtungen giebt dann die Axe. Man darf 
diese Operation bei keiner Bestimmung unterlassen. 


I I 


§.7. 

Messung der Stromstärke durch Beobachtung der Ablenkung 

einer Magnetnadel. 

Wir betrachten nun die erste und einfachste Methode zur Messung 
der Stromstarke. 
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Man benutzt eine Declinatioiisiiaflel, deren Äse im Meridian steht, 
sobald weiter keine magneti^ehen Kräfte wirken. In demselben Meri- 
dian mit der Nadel wird ein lauger Draht Yertical gespannt. Leitet 
mau dauu durch diesen Drabt einen elektrischen 8trom, so wird die 
Nadel aus dem Meridian um einen Winkel 9 abgelenkt. Zwischen 
diesem Winkel q> und der Stärke des Stromes, die man gewöhnlich 
mit y bezeichnet, besteht eine bestimmte Belatiun, welche wir auf- 
suchen wollen. 

Die neue Gleichgewichtslage der Nadel wird durch den Binflusa 
zweier Kräfte hervorgebracht, welche von dem Erdmagnetismus und 
von dem elektrischen Strom herrühren. Das Drehungsmomeut der erd- 
magnetischen Kraft i»t nach dem Obigen leicht zu berechnen. 

Es sei die {ic,y)-Ebeue horizontal, die x-kxe falle in den Meri- 
dian; ferner sei //die Horizoutalcompouente der erd magnetischen Kraft 
Dann wird auf das magnetische Fliiidum ft sn der Stelle {x, y) die 
Kraft ausgeübt 

J = //fi , F = , 
nnd hieraus folgt als Drehungsmoment um die z-Äxe 

/ HZtji^, 

Nun sei jtf das magnetische Hauptmoment der Nadel; ferner werde 
die Nadel um deu Winkel (p aus dem Meridian abgelenkt, so dass die 
Ale derselben mit dem Meridian den Winkel q> bildet. Dann ist 


Sy^ = 


(Wc 


nnd es folgt also i = — üjg sin ip. 

Welches Drehuiigsmoment fibt nun zweitens der elektrische 
Strom ans? Um dasselbe zu berechnen, müssen wir das Gesetz ken- 
nen, nach welchem ein unendlich kleines Htück des Stromes auf ein 
Theilchen magnetischer Flüssigkeit wirkt, das sogenannte Elementur- 
gesetz der Wirkung zwischen einem Stromelement und einem magne- 
tischen Pol. 

Hierauf bezügliche Beobachtungen sind von Biot und Savart*) 
angestellt; daraus hat Laplace das Kiemen targesetz abgeleit«t; wir 
werden später diese Wirkuiigen im Zusammenhang betrachten; vor- 
derhand nehmen wir au, es sei das folgende Biot-Snvartsche Ge- 
setz aus der Erfahrung abgeleitet: 

Ein Stromelement wirkt auf die magnetische Flüssigkeit ft pro- 
pcirtional der Stromstärke > und der Länge des Elementes ds, ferner 
proportional der magnetischen Masse fi, umgekehrt proportional dem 
Qnadrat der Entfernung r, endlich proportional dem Sinus des Winkels,' 



*) Biot et Savart. Ann. de chimie et de phjeiqoe. T. XV. 
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unter welchem die Richtung der Verbindungslinie die Richtung des 
Stromes schneidet ^ sin (r, ds). Allein die Richtung der Kraft ist nicht 
die der Verbindungslinie; sondern es steht die Kraft senkrecht auf 
der Ebene, welche durch die Verbindungslinie und durch die Richtung 
des Stromelementes gelegt wird. Der Sinn, in welchem die Kraft 
wirkt, wird am Einfachsten durch eine von Ampöre gegebene Regel 
bestimmt; wir wollen aber hier diese genaue Feststellung noch unter- 
lassen. 

Wir nehmen an, die Enden des Drahtes seien so weit entfernt, 
dass wir den Strom als unbegrenzt betrachten dürfen, und berechnen 
die Wirkung des unendlich langen geraden Stromes auf die magne- 
tische Flüssigkeit fi. 

Die Länge des Perpendikels von fi auf den geraden Strom sei Qj 
die Höhe des Stromelementes ds über dem Fusspunkt dieses Perpen- 
dikels s; die Wirkung des Stromelementes jds auf (a ist dann gleich 

folglich die Wirkung des ganzen unendlich langen geraden Stromes 


oo 


(^ +««)/« ^ 


und diese Kraft steht senkrecht auf der Ebene durch den Strom und 
die Stelle fi. 

Wir haben nun die Wirkungen des Stromes auf die sämmtlichen 
magnetischen Theilchen der Nadel zu berechnen. Der Anfangspunkt 
der Coordinaten liege im Mittelpunkt C der Nadel, von welchem der 
Draht D um a entfernt sei; die a;-Axe falle, wie oben angegeben, mit 
dem Meridian zusammen. Dann ist die Wirkung des Stromes auf die 
elektrische Flüssigkeit ft an der Stelle {x, y) 

und sie steht senkrecht auf der 
Richtung Dfi, Ihre Componenten 
nach den Axen x und y sind also 


X = 


(a-a:)« + y«' 



y ^ _2i5* (« — ^) 

(a_a;)« + y«' Mg. ii. 

Hieraus folgt das Drehungsmomeut in der horizontalen Ebene um C 

xY—yX, 

und wenn wir endlich die Summe nehmen über die ganze magnetische 
Flüssigkeit der Nadel, so ergiebt sich für das Drehungsmoment des 


V 
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Stromes auf die Nadel der Werth 

Z' = 2> Vi^'--^,^. 
•^ ^mJ (a - x)^ + y* ^ 

Dil wir die Vertheilung der magnetischen Flüssigkeiten in einem 
Magnet nicht kennen^ kann der Werth der Summe nicht genau be- 
rechnet werden; es bleibt uns allein übrige die Summe auf irgend eine 
Weise in eine Reihe zu entwickeln und die Coefficienten durch die 
Beobachtung zu bestimmen. 

Wir nehmen zunächst an, die Dimensionen der Nadel seien so 
klein y dass wir die grössten Werthe von x und y neben a vernach- 
lässigen dürfen; dann wird • 


a 

Damit Gleichgewicht bestehe, muss Z + ^' *= ^ sein; folglich erhalten 
wir für die Ablenkung q> der Magnetnadel durch den Strom die Gleichung 

,, --. . 2 j'Jlf cos qp 
HM sin gj = -— 

und somit ^ = -^ « ^ tg 9 , 

die Stromstärke j ist proportional der Tangente des Ab- 
lenkungswinkels. 

Damit können wir Stromstärken unter einander vergleichen; aller- 
dings ist vorausgesetzt, es bleibe die erdmagnetische Kraft constant. 

Aber die Annahme, dass x und y gegen a zu vernachlässigen 
seien ^ kann nur bei sehr starken Strömen platzgreifen; denn die Wir- 
kung muss deutlich beobachtbar sein, wenn die Nadel in beträchtlicher 
Entfernung von dem Draht aufgestellt ist. Handelt es sich um die 
Messung schwacher oder massig starker Strome, so muss die Summe 
weiter entwickelt werden, und es ist dann vortheilhaft, statt der Coor- 
dinaten x und y andere | und t} einzuführen, wo die Richtung ^ mit 
der magnetischen Hauptrichtung der Nadel zusammenfällt und 17 dar- 
auf senkrecht steht. Wir haben demnach zu setzen: 

o: = 5 cos 9 — ij sin (p, 

y = ^sintp -{- fi C09q), 

und es wird 

* Z' = 2/ ^ o (6 cos cp - iy s in <p) — g« — 1?» _ 

•^ ^/ a* — 2a (I cos 9) — ij sin qp) + {• -f ij* ^ * 

Wir entwickeln nun die Grösse unter dem Summenzeichen nach fal- 
lenden Potenzen von a; es folgt: 

r' ov VI (Sco«y--^B^Py I 2(S cos <p — iy sin <p )«—{» — T?» , | 

L ^i) 2j \ — -« 1" ä^ + ' ' V 

oder, da 27$fA = yf/, -^^^f* = : 
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Das Glied mit -^ kann noch weggeschafft werden, indem man fuf der 

andern Seite der Nadel in derselben Entfernung a einen zweiten Draht 
vertical spannt und denselben Strom die beiden Drähte in entgegen- 
gesetzter Richtung durchlaufen lässt. Die Glieder mit geraden Poten- 
zen von a müssen dann fortfallen, wir erhalten: 

Z' = ^ cos 9 +%+% + ..., 

wo C eine Con§^nte, die (Z> dagegen Functionen von 9 sind, deren 
Form aus der Entwicklung folgt. Wir erhalten dann für die Ablen- 
kung 9 die Gleichung 

= — (7o8in9+-co89 + ^+^ + - -.» 

und wenn wir annehmen, dass diese Reihe rasch convergire, so lässt 
sich für tg q> ein Werth von der folgenden Form berechnen : 

tg^^^+^ + J + '-V 

wo die B Gonstanten sind; B^ hat den Werth ^, ist also der Strom- 
stärke direct, der erd magnetischen Kraft umgekehrt proportional. 

Wir müssen nun den Apparat so einrichten, dass wir die Ablen- 
kung q> für mindestens soviel verschiedene Werthe von a beobachten * 
können, als Glieder in der Reihe beizubehalten sind. Wie weit wir 
da zu gehen haben, kann nur die Beobachtung entscheiden. Aus 
einer genügenden Anzahl von Messungen der Entfernung a und der 
entsprechenden Ablenkung der Nadel 9 ergiebt sich der Werth von 
^Q, also schliesslich der Stromstärke/ 

Diese Methode ist von sehr beschränkter Anwendung; bei schwa- 
chen Strömen lässt sie uns im Stich, weil wir die Entfernung a nicht 
wesentlich ändern können; sie wird überhaupt nur in dem Falle eines 
sehr starken Stromes, wo a ziemlich gross kann genommen werden, 
ein zuverlässiges Resultat liefern. Es ist dieselbe auch bloss ausein- 
andergesetzt worden , um das Biot-Savartsche Gesetz in einem Falle 
zur Anwendung zu bringen, wo die Rechnung sehr einfach ist; für 
wirkliche Messungen wäre die eben angenommene Einrichtunir eine 
ganz unzweckmässige. 

§. 8. 

Feohnersohe Methode zur Messung der Stromstärke mittelst 

Beobaohtung der Sehwingungsdauer einer Magnetnadel. 

Von sehr grosser Anwendbarkeit ist dagegen diejenige Methode, 
welche Fechner in dem oben genannten Werke zur Messung der 


§. S. Fechnerauho Metliode Kur Museiitig der StromaUirki;. 
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tjtruiu stärke benutzt bat; sie heiüst nach ibrem Urbeber die Fecbner- 
acbe. £b wird nicht die Ablenkung der Nadel aus ibrer Uleich- 
gewichtslage gemesaen, sondern die ÄuKahl Schwingungen, wetcbe die 
Magnetnadel unter dem Einäiisse des Strome» in einer bestimmten Zeit 
macht; es folgt daraus die Stromstärke, wenn die Scbwiugungsdauer 
der Nadel unter der Wirkung der erdmagaetiscbea Kraft allein be- 
stimmt ist. 

Wir betrachten zunächst den einfachsten Fall. Die Nadel stehe 
im Meridian; gerade Über derselben sei ein sehr langsr Draht horizontaN 
und senkrecht auf den Meridian gespannt. Wenn in diesem Draht 
ein Strom Hiesst. so wird die Nadel nicht abgelenkt: dies liefert das 
Mittel, um den Draht senkrecht auf den Meridinu zu stellen. Ver- 
setzen wir aber die Nadel in Schwingungen, so wird die Schwiugunge- 
dauer derselben verkürzt, sobald ein ätrom von bestimmter Richtung 
durch den Draht fliesst; die Kraft, welche die Nadel iu die Gleich- 
gewichtslage zurücktreibt, ist grösser gewurden; aus der Abuabme 
der Schwingungsdauer folgt die Stromstärke. Wird die Richtung des 
Stromes umgekehrt, so wirld derselbe iu dem entgegengesetzten Sinn 
auf die Nadel; die Oesammtwirkung entspricht dann der Differenz der 
beiden einzelnen Wirkungen. Wir nehmen in der Folge immer au, 
der Strom sei so gerichtet, dass die Wirkungen sich summireu; diese 
Anordnung ist für die Messungen vortheilhafter. 

Er sei tp der Winkel, den die magnetische Axe der Nadel mit 
dem Meridian bildet, Danu Übt die erdmi^netische Kraft auf die Nadel 
das Drehungsmoment aus 

— ffJUsinq,, 
wo wieder B die Horizontalcompoueute der er d magnetischen Kraft , :V 
das magnetische Buuptmoment der Nadel bezeichnet; setzen wir die- 
sen Ausdruck gleich dem Produkt des Trägheitsmomentes ^t der Nadel 
iu die Beschleunigung der Winkelgeschwindigkeit, so folgt für die 
Schwingungen der Nadel die Differentialgleichung 

Dies ist aber die bekannte Pendel gleich ung. Setzen wir aisu voraus, 
es seien die Amplituden der Schwingungen so klein, dass wir shi ip 
durch ip ersetzen dQrfen, so folgt für die Schwiuguugsdauer T der 
Nadel unter der Wirkung der erdmagnetischeti Kraft allein 
ji' MM 


r* " 


an 


um zweitens dos Drehungsmoment des Stromes auf die Nadel zu 
berecbneu, nehmen wir diej:y-£bene horizontal und lassen die 2:- Axe 
in den Meridian fallen; die Höhe des Drahtes Ober dem Mittelpunkt 
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der Nadel sei c. Es wird dann auf die maguetiscbe Masse ^i an der 
Stelle {x, y, z) von dem Strom die Kraft ausgeübt 

wie wir oben berechnet haben, und zwar steht diese Kraft senkrecht 
auf der Ebene, Welche durch den Draht und die Stelle fjt geht; ihre 
Componente nach der x-Axe ist also gleich 

2 j> (c-z) 

ihre Componente nach der y-Axe null; folglich wird das Drehungs- 
moment des Stromes auf die Nadel 

wo die Summe £ wieder über alle magnetische Theilchen der Nadel 
auszudehnen ist. 

Um die Summe zu entwickeln, führen wir für o; und y wieder die 
neuen Goordinaten | und 7} ein, so dass ^ mit der magnetischen Axe 
zusammenfalle; dann wird 

X = I cos g) — t} sin 9, 

y = I sin 9 + t? cos 9, 

und das Drehungsmoment ist 

•^ ^/ (c — zy -j- ({ cos cp — j] sin 9))« '^ ' 
Wir lassen ferner die Voraussetzung eintreten, es sei c sehr gross 
gegen die Dimensionen der Nadel, entwickeln nach fallenden Potenzen 
von c und behalten bloss das erste Glied bei; so folgt: 

— ^ ^ (I sin 9 + 1/ cos 9)ft , 
oder, weil £ ^(i = Af , 2J tjfi = , 

M sm w . 

• c ^ 

Schreiben wir endlich gleich 97 statt sin 9, so folgt für die Schwingun- 
gungen der Nadel unter der Wirkung der erdmagnetischen Kraft und 
des Stromes die DiiSerentialgleichung 

Folglich wird in diesem Falle die Schwingungsdauer T^ bestimmt durch 
die Gleichung: 


Tt^ \ ^ cfTt' 


Aus der Messung der beiden Schwingungszeiten T und Tj ergiebt 
sich demnach für die Stromstarke J der Werth 


X 
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oder, weuu wir statt der ächwiugungszeiteii die Schwingungszahlen 
einführen, die Anzahl Schwingungen a und a^, welche in einer be- 
bestimmten Zeit stattfinden/ 

Für die einzelnen Messungen ist blos a^ zu beobachten; a oder T be- 
hält seinen Werth, so lange die erdmaguetische Kraft und der magne- 
tische Zustand der Nadel sich nicht ändern. 

Dieses Resultat beruht auf der Voraussetzung, dass die Hohe c des 
Stromes über der Nadel sehr gross sei; damit wird aber die Anwen- 
dung dieser Methode ebenso beschränkt, wie die der zuerst besproche- 
nen; die Ströme müssen sehr stark sein. In diesem Falle erhalten wir 
allerdings ein absolutes Maass^ vorausgesetzt es sei die Grosse Hj etwa 
wie die Schwere g, absolut bestimmt in den Einheiten von Länge und 
Zeit. In der Regel wird man aber bloss Stromstärken mit einander 
vergleichen ; und wir wollen nun zeigen, dass aus der obigen Formel 
die Verhältnisse der Stromstärken auch in dem Falle sich ergeben, wo 
c durchaus nicht gross ist. 

Wir gehen zurück zu dem strengen Ausdruck für das von dem 
Strome ausgeübte Drehungsmoment 

/ __ o . 'V' {c—z ){iwm tp + n cosy ) 

^ ^ (c — 0)»+(Sco8 9 — j]8in<p)«'^ 

und entwickeln denselben nicht nach fallenden Potenzen von ^, son- 
dern nach steigenden Potenzen von q>\ wir vernachlässigen schon die 
Glieder mit 9^ und erhalten 

^ = ^» + 00 ^- 

Zq muss aber gleich null sein; denn sonst würde die Nadel durch den 
Strom aus dem Meridian abgelenkt; setzen wir ferner 

V^cp/o— C ' 

so ist die Grösse C bloss abhängig von dem magnetischen Zustand der 
Nadel und von der Entfernung c, also constant, wenn wir den Strom 
immer in demselben Draht fliessen lassen und dieselbe Nadel benutzen. 
So folgt die Gleichung: 

und hieraus 


24 I* Kapitel. Die OhmHchcn Gesetze. 

Fliesst dagegen in dem Draht ein Strom von der Stärke j\ und ist 
die Schwingungszahl dann a ^ so ergiebt sich ebenso 

Aus den beiden Gleichungen ergiebt sich das Verhältuiss der Strom- 
stärken 

^ a ■ — a* 

J— «TZTS«' 

ganz unabhängig von der Grösse C. 

Bei Ableitung dieser Formel ist bloss vorausgesetzt, es bleibe der 
Ablenkungswinkel q> immer sehr klein , so dass schon fp^ neben ^ ver- 
schwindend klein sei; die Amplituden der Schwingungen müssen sehr 
klein sein , höchstens etwa einen Grad erreichen ; doch können sie noch 
viel kleiner angenommen werden. 

Der Werth von c dagegen ist nun beliebig; man kann c möglichst 
klein machen und ganz schwache Ströme messen. Man wird sieh dann 
mit einem Draht nicht begnügen, sondern eine Drahtrolle mit vielen 
Windungen benutzen; denn auch die Annahme, dass der Draht eine 
unbegrenzte Gerade bilde, die auf dem Meridian senkrecht stehe, ist 
nicht mehr nöthig. Man stellt die Rolle mit ihrer Ebene ungefähr 
senkrecht auf den Meridian, lääst dann einen Strom durchgehen, und 
verschiebt die Rolle so lange, bis durch einen Strom in derselben die 
Nadel nicht mehr abgelenkt wird. 

Wir müssen noch zeigen , dass die Formel für das Verhältniss der 
Stromstärken, die wir oben gefunden haben, unabhängig ist von der 
Form und Anzahl der Windungen , und nur an die Voraussetzung ge- 
knüpft, es bleibe g? immer sehr klein. 

Bei einer Ablenkung der Nadel um den Winkel g? übt der Stirom 

in der Drahtrolle ein bestimmtes Drehungsmoment auf die Nadel aus, 

welches jedenfalls der Stromstärke j proportional ist, weil nach dem 

Biot-Savartschen Gesetz die Wirkung eines jeden Stromelementes 

j als Factor hat; wir können demnach setzen 

L=-jMF{q>), 

wo M das magnetische Hauptmoment der Nadel bezeichnet und F{€p) 
von j völlig unabhängig ist. Diese im üebrigen unbekannte Function 
von q> muss für g? = verschwinden : wir werden dieselbe ferner nach 
steigenden l^otenzen von (p entwickeln können, und wenn wir qy^ neben 
q> wieder vernachlässigen, so folgt schliesslich 

"- — >^(IDo^- 

Hierin ist (^) eine Constante, wie oben 6', deren Werth bedingt 
wird durch die Form und Anzahl der Drahtwindungen einerseits, durch 


^ U. Uio TiiDgciiteiibouB8ule. 

den MaguetiemuH iler Nadel audrerijeits; beobocbteu wir alt^u mit dcr- 
»elbea Nadel und derselben DruLtrolle, und bleibt autib die erdmague- 
tiücbe Kraft während der Dauer der Versuche uuveräudert , so folgt 
wie ubtu 

/ = "' — "' 

j a,' - a* ■ 

Die Formel bat somit allgemeine Geltung. 

Es kann atil' dieuem Wege auub ein »ehr »cbwucher Htrom gemes- 
Ben werden; aber wir wollen doch hervurhebeu, daas durch Vermeh- 
rung der Ötromwindungeu nicht unbegrenzt die Wirkung verstärkt 
wird; es giebt also auch da eine untere Grenze, welche die Stromstärke 
nicht überschreiten darf, wenn ihre Messung möglich sein soll. 

Die Fecbnersche Methode der Schwingungen liefert genauere Ue- 
Bultate, alä die der Ablenkung; nur iat unter Umstünden sehr unbe- 
quem, dass die Bestimmung der ?jcbwi[igurigszahl eine gewisse Zeit 
erfordert, wlibreud die Ablenkung augeubücklicb abgelesen wird. Bei 
nicht constauteu Strömen kann man daher nur diene letztere beobacbten. 


FDie TangenlonboussolQ. 
Wir wollen hier auch gleich die Instrumente angebeu , mit denen 
man praktisch die Ablenkung misst. 

Am häutigsten gelangt die Tangentenboussole aur Anwendung, 
> genannt, weil die Stromstärke proportional der Tangente des beob- 


achteten ÄblenkuDgBwinkels ist; wir behalten 
Theorie dieses sehr wichtigen Instrumen- 
tes später abzuleiteu. Dasselbe besteht 
im Wesentlichen aus einem Metallring 
A CB, der zwischen A und ß auf einer 
sehr kurzen Strecke offen und mit Klemm- 
schrauben versehen ist, um einen Strom 
bindurchleiten zu können. In der Mitte 
des Ringes befindet sich eine kleine 
Magnetnadel; nach Wilhelm Weber 
muss der Durchmesser des Ringes min- 
desteus das Fünf- bis Sechsfache der 
NadellÄDge betragen; gewöhnlich hat der 
Ring etwa einen Fuas Durchmesser. Der 
Querschnitt des Ringes muss lEiemlich 
gross Bein, damit die Ein- oder Ausschal- 
tung der Boussole die Stromstärke nicht merkbar ändere. 
Die Ebene des Ringes wird im Meridian aufgestellt, 
rechuuDg der Wirkung, welche der Strom auf die Nadel 


eine genaue 
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sehr einfach, weuu die letztere sehr klein angenommen wird. Bezeich- 
net ds ein Element der Strombahn, R den Halbmesser des Ringes, 
so ist die Wirkung des Stromelementes auf die Masse fi im Mittel- 
punkt des iiiuges gleich 

und steht auf der Ebene des Uinges senkrecht. Setzen wir demnach 
ds = Rdl und integriren in Bezug auf $ von bis 2x, so folgt für 
die Wirkung des Kreisstromes auf die Masse ft im Mittelpunkt 

'R ' 
Liegt nun ^ nicht im Mittelpunkt, sondern an der Stelle x, y, z, und 
sind X, y, z ^o klein, daiss wir jedenfalls nach steigenden Potenzen 
dieser Grössen entwickeln dürfen, so folgt für die Wirkung des IStro- 
mesauf jiÄ eine iteihe, welche nach Potenzen von x, y, z fortschreitet, 
und das erste Glied dieser iieihe muss sein 

R ' 
Ferner wird die Richtung der resultirenden Kraft mit der Normale 
auf die ßingebene einen kleinen Winkel bilden, der mit x, y, z ver- 
schwindet. Vernachlässigen wir also Grössen von der Ordnung x, y, z, 
so wird auf die Masse ^ von dem Strom die Kraft 

R 
senkrecht auf den Meridian ausgeübt. Die Nadel ist aber allein in 
der horizontalen Ebene a;, y drehbar; die Axe o; falle wieder mit dem 
Meridian zusammen; dann wird auf ft das Drehuugsmoment ausgeübt 

R ^' 
folglich auf die ganze Nadel das Drehungsmoment 

li jZj ^^^ 22 '^ cos (p , 

wenn q> den Ablenkungswinkel und M das magnetische Moment der 
Nadel bezeichnet. Weiter liefert die erd magnetische Kraft das Drehungs- 
moment 

— HM sin q) . 

Die Bedingung für das Gleichgewicht ist demnach 

j^ cos (p — ^ sm gp = () , 
und es folgt schliesslich: 

In der Regel wird diese Formel einfach zur Anwendung gebracht, und 


x^> 
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man bat auch, weun man die oben beschriebene, von Wilhelm 
Weber angegebene und vielfach benutzte Einrichtung trifft, kein 
Mittel zu entscheiden, ob die Formel genügend genau sei. 

Um ein solches Mittel zu schaffen, hat Neumann seinem Apparat 
die folgende Form gegeben. Die Nadel ist mit ihrem Gestell auf einem 
Tisch senkrecht gegen die Ebene des Ringes verschiebbar, so dass die 
Ablenkung in verschiedener Entl'emung vom Mittelpunkt des Ringes 
kann beobachtet werden ; daraus lässt sich auf die Genauigkeit der 
Formol schliessen. 

Die Nadel sei wieder im Vergleich mit dem Durchmesser des 
Ringes sehr klein. Die Wirkung des Stromelementes jds auf die 
Masse fi in der Axe des Kinges und in der Entfernung a von der 
Ebene desselben ist 

und sie stuht senkrecht auf der Verbindungslinie von ds und ft. Wir 
zerlegen diese Kraft in ihre Compouenten nach der Axe Aß des Ringes 
und senkrecht dar- 
auf; die letztere 
Componente wird 
immer aufgehoben 
durch die Wirkung 
des correspondiren- 
den Stromelementes 
d s^ , welches d s 
gerade gegenüber ds] 
liegt. Folglich wird 

die resultirende Fig. is. 

Kraft gleich der Summe der Componenteu nach der Richtung AB 

J 5« + a« yET+-a^ ^" ~ (ie^ + a«)V.- 

Nun liege ft nicht in der Axe ABj sondern sehr wenig aus derselben 
entfernt an einer Stelle a;, y, z. Machen wir dann dieselbe Voraussetzung, 
wie oben, und entwickeln ganz ähnlich, so folgt für das Drehuiigs- 
moment, welches der Kreisstrom auf die Nadel bei einer Ablenkung 
derselben aus dem Meridian um den Winkel q> ausübt, der Werth 

2nE*jM 



(E« + a*) ^« 


3/ COS 9 


und hieraus, wenn der erdmagnetischen Kraft Gleichgewicht gehal- 
ten wird, 

Für öT «= ergiebt sich die frühere Formel. 
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Um nun zu untersuchen, ob die Formel hinreichend genau sei, 
beobachtet man die Ablenkung für verschiedene Werthe von a, etwa 
^ = 0, a = B, u. s. f. Es soll dann für (Ä^ + ö^)' • tg <p derselbe 
Werth herauskommen; die Abweichungen dürfen nicht grosser sein, 
als die möglichen Fehler der Beobachtung. Findet sich diese Be- 
dingung nicht erfüllt; so besitzt die Formel nicht die Genauigkeit, 
welche der Schärfe der Messung entspricht, und ist demzufolge nicht 
brauchbar. 

Nach den Versuchen von Neumann besitzt die Formel hinläng- 
liche Genauigkeit, wenn der Ablenkungswinkel bis auf halbe Grade 
gemessen wird und 2R gleich dem Fünf- bis Sechsfachen der Nadel- 
länge ist; wird aber die Ablenkung bis auf Minuten beobachtet, so 
muss 2R mindestens das Zehnfache der Nadellänge erreichen. 

Strebt mau einen grössern Grad von Genauigkeit an, so muss man 
den genauen Ausdruck weiter entwickeln und die böhern Glieder be- 
rücksichtigen. Es zeigt sich dann bei näherer Untersuchung, dass 
man durch passende Aufstellung mehrerer Kreisringe oder einer Anzahl 
von Drahtrollen die hohem Glieder, vom zweiten an, der Reihe nach 
wegschaffen kann. So gewinnt man einen Kaum, in welchem die 
Wirkung bis zu einem beliebigen Grade von Genauigkeit als coustant 
zu betrachten ist; man hat damit eine Tangenten boussole hergestellt, 
welche den strengsten Anforderungen genügt; aber ein solcher Raum 
ist auch noch für viele andere Zwecke benutzbar. Wir werden später 
diese Rechnung durchführen. 

Der bis jetzt betrachteten einfachen steht die multiplicirende 
Tangentenboussole gegenüber. Man bildet den Ring aus einer Anzahl 
von isolirten Drahtwindungen ; jeder einzelne Umgang wirkt dann, wie 
oben berechnet, auf die Magnetnadel. Es sei ein dünner Draht auf 
einen Cylinder gewunden, dessen Halbmesser R sei, und die Anzahl 
der Windungen betrage or, die Dicke des Drahtes J, so dass die Draht- 
rolle die Länge b = aJ habe. Sei endlich die Mitte der Nadel um a 
von der Ebene der letzten Drahtwindung entfernt. 

Dann ist nach dem Obigen das auf die Nadel ausgeübte Drehungs- 
moment 

L=^27cRyMcos<pi — ^—j: -{ 3 — h- H ^ rA 

Wenn A sehr klein ist und die Zahl a gross, so können wir die Summe 
durch das Integral ersetzen 

A f • 8/ J 


a 


wir haben dann 


\ 
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Wir schreiben endlich für A — und finden als Bedingung für das 
Gleichgewicht 

« . 2anj cos <p ( a + 6 

/^ Sin g> = — !^, — ^ ) ^ 


Ist b klein gegen Ä, setzen wir ferner 


-0 ^ ( 


wo Aq die Entfernung der Nadel von- der Mitte der Drahtrolle bezeich- 
net, so wird mit grosser Annäherung 

a + h o ^ ^b_ 


und wir erhalten schliesslich 


V« 
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§. 10. 
Wirkung der erdmagnetisohen Kraft auf einen bewegliehen Kreis- 
strom, dessen Ebene im Meridian liegt. 

Eine andere Klasse von Messungsapparaten bietet im Vergleich 
mit den bisher betrachteten manche Vorzüge dar; allein ihre Aufstel- 
lung erfordert mehr Raum. Ihr Hauptvorzug ist der, dass die Rela- 
tion zwischen der Ablenkung und der Strom- 
stärke sofort genau erhalten wird, und ihr 
Wesen besteht darin, dass nicht die Wirkung 
des Stromes auf eine Magnetnadel, sondern 
die Wirkung eines Magnetes auf den beweglich 
gemachten Strom betrachtet wird. Als magne- 
tische Kraft dient die von der Erde ausgeübte. 

Man verschafiPt sich einen beweglichen 
Kreisstrom auf die folgenden beiden Arten: 

Entweder hängt man einen Ring an einem 
isolirenden Faden auf; der Ring ist unten 
durchschnitten und die beiden Enden tragen, 
wie in der Zeichnung angedeutet, Spitzen, wel- 
che in Quecksilbemäpfchen eintauchen; die- 
selben müssen mit der Verlängerung des Fa- 
dens zusammenfallen. Wird ein Strom durch den 
Ring geleitet, so haben wir einen Kreisstrom, 
der um eine verticale Axe drehbar ist, ohne Fig u. 
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N 


Fig. 15. 


dass dadurch der Strom uuterbrochen wird. Dies ist die unifilare 
Aufhängung. 

Oder der Ring ist oben durchbrochen, und 
an den beiden Enden sind Drähte angeschraubt; 
an diesen beiden Drähten wird der Ring aufge- 
hängt, also bifilar, und durch dieselben der Strom 
eingeleitet. Wir erhalten so wieder einen Kreis- 
strom, der um eine verticale Axe drehbar ist; seine 
Gleichgewichtslage kommt zu Stande, indem die 
Schwere einer Drehung entgegenwirkt. 

Wir wollen die Wirkung der erdmagnetischen 
Kraft auf einen geschlossenen, kreisförmigen, um 
eine verticale Axe drehbaren Strom berechnen. 
Die Richtung der erd magnetischen Kraft fällt in 
den Meridian und bildet in unsrer Gegend mit dem 
Horizont einen Winkel von ungefähr 69®. Der Kreis- 
strom liege im Meridian, und der Strom gehe nörd- 
lich von Unten nach Oben, also südlich von Oben 
nach Unten. Wir suchen zunächst die Wirkung, 
welche auf das vertikale Element des Stromes aß 
ausgeübt wird. Nach dem 
Biot-Savartschen Gesetz ist, 
wenn wir uns den Erdmagne- 
tismus durch die Masse fi in 
der Entfernung E ersetzt den- 
ken, die Wirkung auf das 
Stromelement jds gleich 

jfids Bia(d8, E) 
E^ 

und steht senkrecht auf der 
Ebene {ds, E), also senkrecht 
auf dem Meridian. Der Sinn, 
in welchem die Wirkung aus- 
geübt wird, ergiebt sich durch die folgende Betrachtung: Wir denken 
uns in dem Strom schwimmend, das Gesicht nach dem magnetischen 
Pol fi gerichtet; dann wird der Pol nach Links getrieben, wenn er ein 
magnetischer Nordpol, ft also positiv ist. Die Kraft, welche von dem 
Pol auf das Stromelement ausgeübt wird, hat gleiche Stärke, aber 
ontgegengesetzte Richtung; folglich wird das Stromelement nach Rechts 
getrieben. Hiernach wäre die Wirkung auf aß nach Osten gerichtet, 
wenn ft positiv wäre. Aber wir haben uns am Nordpol der Erde einen 
magnetischen Südpol zu denken; denn der magnetische Nordpol einer 
Nadel wird nach dem Nordpol der Erde hingezogen; folglich wird. 



Fig. Iß. 


§. 10. Wirkung der erdmagnetischen Kraft auf einen bewcgl. Krcisstrom. 31 

wenn der Strom die angenommene Uichtuug hat, das Element aß 
nach. Westen getrieben. Endlich ist, wenn wir die erdmagnetische 
Kraft mit if, die 'Inclination , d. h. den Winkel, welchen die Richtung 
der erdmagnetischen Kraft mit dem Horizont bildet, püi v bezeichnen: 

!L = K ^ sin {ßs^ E) = cos v; 

folglich ist die Wirkung auf das Stromelement gleich 

Kjds cos V 

und gegen Westen gerichtet. 

Nun sei der Kreis schon um den Winkel q> gegen Westen gedreht; 
die Kraft behält dieselbe Uichtung und Stärke, dsL aß immer vertical 
bleibt; die Ebene des Kreises liegt aber nicht mehr im Meridian, und 
wir müssen die Kraft in ihre Componenten zerlegen, senkrecht auf 
die Stromebene und nach derselben; die letztere wird aufgehoben. Die 
erstere dagegen wird 

Kjds cos V cos q> ; 

sie liefert, wenn wir für if cos v die Horizontal componente H der erd- 
magnetischen Kraft einführen , das Drehungsmoment um die durch den 
Mittelpunkt des Kreises gehende verticale Axe 

HjdsR cos g>, 

wo R der Halbmesser des Kreises ist. • 

Wirkt keine andere Kraft, so muss, damit Gleichgewicht statt- 
finde, dieser Werth null sein, also 

cos 9 = 0, d. h. 9 = ^ oder q> = -^ . 

Bloss die erstere Gleichgewichtslage ist stabil; wird der Kreis aus der 
letztern ein wenig herausgedreht, nach der einen oder andern Seite, 

so wird er durch die erdmagnetische Kraft nach der Lage <jp = ^ hin- 

getrieben. 

Dieses Resultat gilt, wie wir sehen werden, für jedes Element des 
Kreises, also für den geschlossenen Strom; wirkt keine andere Kraft 
auf denselben, so muss er sich senkrecht auf den Meridian stellen, der- 
gestalt dass im Westen der Strom aufsteigt. 

Wir berechnen nun das auf ein beliebiges Element ds des Kreises 
ausgeübte Drehungsmoment und nehmen dann die Summe über den 
ganzen geschlossenen Strom. 

Der Strom fliesse im Meridian; die Drehungsaxe gehe durch den 
Mittelpunkt C und stehe vertical. Dann wirkt auf das Element ds 
die Kraft 

•^ sin (^, dsi) ds = j K sin (^, ds) ds 
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senkreckt auf deu Meridian. Die Richtung E bildet mit dem Horizont 
den Winkel v\ ferner sei $ der Winkel, den das. Stromelement ds mit 
der Verticalen bildet. Dann ist 

also die Kraft 

>ircos(v -f- $) ds\ 

die Richtung, damit auch das 
Vorzeichen, soll gleich fest- 
gestellt werden. Diese Kraft 
wirkt an dem Hebelarm i? cos $; 
schreiben wir endlich för. ds 
noch Rd^y so ergiebt sich das 
Drehungsmoment 

jKR^ cos (v + Ö cos S dl 

Nun steige der Strom im Nor- 
den auf; die Drehung werde 
von Norden nach Westen po- 
sitiv gerechnet; § sei gleich 
null in dem Punkt, wo der 
aufsteigende Strom den Horizont schneide, und nehme mit dem Strome 
laufend zu bis 2n, Dann wirkt die Kraft, wie aus dem oben Bemerk- 
ten hervorgeht, nach Westen, wenn cos (v -f- $) > 0, dagegen nach 
Osten, wenn cos (v -f- $) < 0. Wir haben ferner eine positive Drehung 
durch eine nach Westen gerichtete Kraft, wenn cos S > 0. Tolglich 
hat das Drehungsmoment das in der obigen Formel genommene Vor- 
zeichen. Das auf den Kreisstrom von der erdmagnetischen Kraft aus- 
geübte Drehungsmonient ist demnach 

K =jKR^ 1*008 (v + S) cos JrfJ = 7tB^ ' jK cos v. 
Führen wir wieder H = K cos v ein, so folgt: 

d. h. das Drehungsmoment ist gleich dem Produkt von jH in den 
Flächeninhalt des Kreises. 

Dieses Resultat kann benutzt werden, um die Stromstarke durch 
die Horizontalcomponente der erdmagnetischen Kraft zu messen. Der 
Kreisstrom sei unifilar aufgehängt; wir tordiren den Faden so lange, 
bis der Kreis im Meridian einsteht; es sei dann der Torsiönswinkel 
a und die Torsionskraft des Fadens J, also Ta das Torsionsmoment. 
Damit Gleichgewicht bestehe, muss sein 


"N 


\ 
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§. 11. 
Ablenkung eines EreiBStromes aus dem Meridian durch die 

erdmagnetisehe Kraft. 

Vortheilhafter ist jedoch das Verfahren, wo die Ablejikung des 
Kreises beobachtet wird. Man hängt dann den Strom auch besser 
bifilar auf, so dass der erdmagnetischen Kraft durch die Schwere des 
Apparates Gleichgewicht gehalten wird. 

Mithin muss das vom Erdmagne- 
tismus herrührende Drehungsmo- 
ment bestimmt werden, wenn der 
Kreis um den Winkel g) aus dem 
Meridian abgelenkt ist. Wir knüpfen 
diese Betrachtung an eine Zeichnung 
auf der Kugeloberfläche. Es sei 
MM' der Meridian, A die Drehungs- 
axe, SS' die Ebene des Stromes, K 
die Richtung der erdmagnetischen 
Kraft, endlich q die Richtung; wel- 
che parallel dem Stromelement ds ^** ^*- 
durch den Kugelmittelpunkt gelegt wird. Dann ist der Winkel MAS 
gleich q>, der Bogen {A^ q) gleich §. 

Auf das Stromelement jds wird vom Erdmagnet die Kraft ausgeübt 

^* sin (E, ds) =jA'ds sin (A', q) 

senkrecht auf die Richtungen £C und ds, also senkrecht auf die Ebene 
(Ä', q). Bildet also diese Ebene mit der Stromebene den Winkel x, 
so wird die Componente der Kraft senkrecht auf die Stromebene 

jiCds sin (A^, q) cos x 

und schliesslich, weil der Hebelarm gleich Ä cos g ist, das Drehungs- 
moment um die Axe A 

jKR^ sin {Ky ^) cos x cos § </$ . 

In dem sphärischen Dreieck A^K ist aber der Winkel in A gleich g>, 
der Winkel in q gleich n — x, die Seite Aq gleich J, die Seite AK 

gleich - — v\ folglich 

sin V = cos ^ cos (Ä', q) — sin 5 sin (A^, q) cos x , 
cos {K, q) = cos I sin v + sin ^ cos v cos 9 , 

also sin (Ä', q) cos x = cos v cos g> cos | — sin v sin J . 

Mithin wird das Drehungsmoment 

jKB^ (cos V cos 9 cos § — sin v sin |) cos^d^ , 

Neu mann, Vorlesungen über elektr. Ströme. 3 
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und da för 9 = der oben gefundene Werth folgt, ist das Vorzeiclien 
richtig bestimmt. 

Durch lutegratiou über den ganzen Kreis folgt endlich 

oder, da ' K cos v = H ^ 

L'=jH.nK^ cos g> . 

Diesem Drehungsmoment möge von dem andern, welches bei 
bifilurer Aufhängung die Schwere ausübt, Gleichgewicht gehalten wer- 
den. Dasselbe ist gleich 

— (? jysiny, 

wo G das Gewicht des ganzen Apparates, / die Länge der beiden 
Drähte, o und u ihre Entfernungen oben und unten bezeichnen. Die 
Bedingung für das Gleichgewicht wird hienach 

(1) jH , nB^ . cos 9 = (?— y sing), 

eine völh'g strenge Formel, so dass die Stromstärke der Tangente des 
Ablenkungswinkels genau proportional wird. 

§. 12. 
Combination mit der TangentenbousBole zur absoluten Bestimmung 

von j und ff. 

Wir können mittelst der Formel (1) die Stromstärke durch die 
llorizontalcomponente der erdmagnetischen Kraft ausdrücken. Aber 
wir erreichen noch viel mehr, wenn wir die Ablenkung des Kreis- 
stromes aus dem Meridian und die Wirkung desselben Stromes auf die 
Magnetnadel einer Taugentenboussole gleichzeitig beobachten. Nehmen 
wir die einfache Formel, setzen wir die Ablenkung der Nadel in der 
Taugentenboussole gleich if; und den Halbmesser des Metallringes gleich 
/?, , so wird 

(2) "^ cos 1/; = )y sin. i/; . 

Wir leiten denselben Strom durch den beweglichen Drahtring und 
durch den festen Metallring der Taugentenboussole; dann gelten die 
Gleichungen (1) und (2) mit demselben Werth j. Multipliciren wir 
die Gleichungen auf beiden Seiten, so folgt 

ou p 

Durch diese Formel wird die Stromstärke j unabhängig vom Erdmagne- 
tismus bestimmt; und zwar ist das Quadrat der Stromstärke gleich 
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dem Gewicht G multiplicirt mit einer Zahl, denn o, 
siod L^ngeu. 

Mau aennt eine solche Bestimmung eine absolute Measung der 
Stromstärke. Das Resultat ist unabhängig von der Aenderung des Erd- 
magnetismus mit dem Beobachtuugsorte und von den Schwankungen 
der erd mag II liti sehen Kraft au demselbeu Ort; die Stromstärke wird 
allein durch die Schwere gemesseu, welche au ein und demselben Ort 
constaut ist uud von Ort zu Ort nur sehr geringe, überdies bekannte 
oder sehr genau zu bestimmende Aenderungeu erleidet, 

Ferner kann man mittelst der Formeln (1) uuil (ß) auch die 
Horizontal com [loiieute // der erd magnetischen Kraft absolut bestimmen. 
Denn wenn wir die U leichimgeu übers Kreuz multipliciren, so folgt 

J/f . nR'^ . cos ep aia ^l = G "1 ^"^ ^iu qj cos v 
oder 

//'=2C^^^, tgqoctgt. 

Demaach ist //'fi''' gleich einem Gewicht, also /P gleich einem Oe- 
wicht, dividirt durch das Quadrat einer Länge. 

Diese absolute Bestimnmng von // hat einen grossen Vorzug vor 
den rein magnetischen Messmethoden, z. B. der von Oauss vorge- 
sclilagenen, und zwar deshalb, weil man die beiden Ablenkungen ^ 
und ^ gleichzeitig beobachten uud so den Werth von // iu einem be- 
sümtnten Augenblick finden kann. Ks ilndert sich uämlich der Werth 
(lieser Orösi^e eigeutlich fortwährend; eine rein magnetische Messung 
erfordert aber doch immer ein bis zwei Stunden Zeit. 

Wir haben die Hechuung an den Fall eines einfachen Draht- 
kreises geknüpft. Um die Wirkung zu verstarken, was zur sichern 
Messung uöthig ist, lässt man eiue Au^ahl solcher Stromkreise zu- 
sftmmeu wirken. Mau wickelt einen iaolirten Draht über einen Oyliuder; 
die Drahtwindungeu werdeu im Allgemeinen neben und über einauder 
liegen; Üiesst ein Strom durch die sehr zahlreichen Windungen, so werdeu 
wir die Stromspirale immer ersetzen köuueu durch eiu System von 
Kreisströmen. 

Für jeden dieser Kreisströmo gilt aber das oben gefundene Resultat; 
denn wenn auch die Drehuugsaxe nicht in der Kbene des Stromes 
liegt; wenn sie nur vertical uud der Stromebene parallel ist, so er- 
halten wir denselben Werth für die Oomponente der Kraft senkrecht 
auf die Ötromebeue und denselben Hebelarm, mithin auch dasselbe 
resultirende Drehungsmoment. Folglich ist das Drehuiigsmomeut der 
erdmagueti sehen Kraft auf die vom Strome J durchflosseue Drahtrolle 
gleich Jl/F cos ip, 

wenn ip die Ablenkung aus dem Meridian und F die vom Strome um- 
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flossene Fläche bezeichnet. Dieses F wird gleich sein dem Prodakt 
der Anzahl a Umgänge in n und in das Quadrat des Halbmessers K^ 
von einem mittlem Umgang , gleich anR^, 

§. 13. 
Astatisohe Nadel; SinusbouBsole. 

Wir haben nun die wichtigsten Metlioden zur Messung einer Strom 
stärke auseinandergesetzt; allein sie sind alle doch nur anwendbar, wenn 
der ätrom eine gewisse Stärke besitzt; wir würden mit keiner der- 
selben ein zuverlässiges Resultat erhalten , wenn es sich z. B. um Mes- 
sung eines Thermostromes handelte, wo die Temperaturdifferenz der 
beiden Löthstellen nur Bruchtheile eines Grades betrüge. Man kann 
sehr empfindliche Apparate herstellen, indem man eine grosse Anzahl 
von Drahtwindungen möglichst nahe um eine Magnetnadel herumgehen 
lässt; man nennt einen solchen Apparat Multiplicator oder Gal- 
vanometer. Noch empfindlicher wird die Einrichtung mittelst einer 
astatischeu Nadel. Eine solche besteht aus zwei fest miteinander 
verbundenen Magnetnadeln, parallel, aber entgegengesetzt gerichtet 
Hätten die beiden Nadeln genau dieselbe Stärke, so würde der EIrd- 
magnet gar keine Richtkraft auf dieselben ausüben. 

Seien die Hauptmomente der beiden Nadeln M und M'\ dann ist 
bei der Ablenkung 9 aus dem Meridian das von der erdmagnetischen 
Kraft ausgeübte Drehungsmoment 

— MH sin 9 -|- ^'^ sin 9 = — {M — M') H sin 9. 

Um eine solche Nadel herzustellen, magnetisirt man zwei gleich 
grosse Stahlnadeln möglichst gleich stark; sollte dann der Unterschied 
von M und M* zu klein ausfallen, so vergrössert man denselben sofort 
dadurch, dass man der einen Nadel noch einen Strich in entgegen- 
gesetzter Richtung giebt. 

Man bringt nun die Drahtwindungen so an, dass die eine Nadel 
innerhalb, die andere aber ausserhalb derselben hängt; dann wirkt nach 
den oben angestellten Rechnungen der Strom auf die beiden Nadeln 
in demselben Sinne, so dass die Wirkungen des Stromes sich summi- 
ren, während die der erdmagnetischen Kraft sich subtrahiren. 

Um diese Einrichtung zu treffen, kann man in den Windungen 
eine Oeffnung lassen , durch welche ein die beiden Magnete tragender 
Metallstab hindurchgeht; doch entstehen dann Unregelmässigkeiten in 
den Drahtwindungen. Besser legt man einen viereckigen Rahmen um 
die Windungen und befestigt den einen Magnet an der obern, den andern 
an der untern Seite des Rahmens; der Rahmen muss so weit sein, dass 
eine Drehung um einen gewissen Winkel möglich ist. Dieses System 
kann auch nicht umschlagen, was bei der andern Einrichtung leicht 
geschieht, wenn der Strom zu stark wird. 
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Der Multiplicator wird so aufgestellt, dass die Ebenen der 'Draht- 
windungen im Meridian liegen. Ein Strom von der Stärke j giebt dann 
der Nadel eine Ablenkung (p, und es handelt sich darum aus der beob- 
achteten Ablenkung 9 die Stromstarke j zu erhalten. Durch Rechnung 
kann das hier unmöglich geschehen; denn die Entfernungen zwischen 
einzelnen Steilen des Stromes und der Nadeln werden klein gegen die 
Dimensionen der letzteren. 

Wir setzen ß =^ M — M\ sodass ß einen bestimmten constanten 

Werth besitzt, wenn der magnetische Zustand der Nadeln sich nicht 

ändert; dann muss eine Gleichung für das Gleichgewicht bestehen von 

der Form 

jF{(p) = Hß9\n q>, 

oder einfacher geschrieben 

jF(<cp) = B sin g>, 

und die sogenannte Multiplicatorfunction F{<p) muss durch den Versuch 
ermittelt werden. Zu diesem Zweck sind mehrere Methoden vorge- 
schlagen, von denen wir hier nur diejenige auseinandersetzen, welche 
von Poggendorff*) herrührt; es muss hiezu der ganze Apparat auf 
einem horizontalen, mit einer Scale versehenen Kreis drehbar sein. 

Man beobachtet die Ablenkung der Nadel %us dem Meridian unter 
der Wirkung eines bestimmten Stromes, also z. B. eines Thermo- 
stromes, wenn die Löthstellen auf constanten Temperaturen erhalten 
werden ; die Ablenkung der Nadel sei q>. Hierauf dreht man den ganzen 
Apparat so lange , bis die Nadel gegen den Multiplicator ihre ursprüng- 
liche Stellung erhält; der Drehungswinkel sei 1/;. Dann bestehen die 

Gleichungen : 

jF{(p) = ffsiufpy 

jF{o) = ff sin tlf] 
folgb'ch ist 

Wendet man verschieden starke Ströme an, so erhält man verschie- 
dene Ablenkungen q> , also die Werthe der Function F für verschiedene 
Werthe ihres Arguments. Sind die Windungen des Multipiicators ganz 
regelmässig, so genügt es, F{q>) von 10^ zu l(fi zu bestimmen und da- 
zwischen zu interpoliren. Gehen die Windungen um ein Rohr, wel- 
ches die Axe der Nadeln durchlässt, so erleidet die Function F(q>) 
in der Nähe von g) = unregelmässige Aenderungen, und es sind 
dann für diese Werthe mehr Bestimmungen erforderlich. 

Die Methode hat entschiedene MängeL Die Multiplicatorfunction 
ändert sich mit der Zeit, schon wegen der Aenderungen in der Lauge 


V ^ogg. Ann. Bnd. 6fi. 1842. 
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des Fadens^ an welchem die Nadeln aufgehängt sind; denn weil die 
Nadeln den Drahtwindungen so nahe sind, übt die kleinste Aendenmg 
in ihrer Lage einen merklichen Einfluss aus. 

Mau giebt dem Instrument auch wohl eine etwas andere Form; 
es heisst dann Sinusboussole. Eine ge wohnliche oder eine asta- 
tisehe Nadel ist von einem Multiplicator umgeben; die Nadel tragt 
einen Zeiger, der auf einer Marke steht, wenn die Nadel gegen den 
Multiplicator eine bestimmte Stellung einnimmt; der ganze Apparat 
ist endlich auf einem horizontalen Kreis mit Scale drehbar. Man dreht 
immer so lange, bis der Zeiger auf der Marke steht, die Nadel also 
gegen den Multiplicator dieselbe Stellung einnimmt. 

Der Zeiger steht auf der Marke, w^enn kein Strom in dem Multi- 
plicator fliesst. Man lässt nun den Strom eintreten und muss um 
den Winkel t/; drehen, damit der Zeiger wieder auf der Marke stehe. 

Dann ist 

jF{p) = Nsin ilf 

oder j = y-^ sin i/; , 

d. h. die Stromstarke ist dem Sinus des Winkels ^ proportional. Es 
wird sich nur um Vergleichuug von Stromsturken handeln; dann 

braucKt die Con staute • ^r;-, nicht bestimmt zu werden. 

Jf (0) 

Diese Beobachtungsweise ist ziemlich mühsam, da man meistens 
mehrmals hin- und herdrehen muss, damit der Zeiger einstehe; des- 
halb können Stromstärken nicht rasch bestimmt, variable Strome also 
nicht gemessen werden. (lewöhnlich sind die Instrumente so einge- 
richtet, dass man dieselben je nach Umstanden als Multiplicator^ wie 
oben, oder als Sinusboussole benutzen kann; es bedarf dazu nur zweier 
getheilter Kreise. 

Wir haben nun die wichtigsten Methoden zur Messung der Strom- 
stärke mittelst elektromagnetischer Wirkungen kennen gelernt; zur 
Besprechung andrer Methoden fehlen uns noch die Mittel. Wir wenden 
uns daher jetzt zu dem zweiten Theil der Ohmschen Gesetze, welcher 
von dem Einfluss des Weges handelt, den der Strom durchläuft. 

§. 14. 

Zweiter Theil der Ohmschen Gesetze für nnverzweigte Ströme. — 

Ableitung aus der Beobachtung. 

Wir betrachten zuerst den Fall, wo der Strom nur einem einzigen 
Wege folgen kann, den Fall von unverzweigten Strömen; auf den 
Fall von Verzweigungen werden wir erst später eingehen. Wir nehmen 
femer bei unsrer Darstellung an, es seien die Gesetze direct aus der 
Beobachtung abgeleitet; das steht mit der historischen Entwicklung 
nicht im Einklang; denn Ohm ist von theoretischen Betrachtungen 


§. 14. Ohmsche Gesetze für unverzweigte Ströme. Ableitung aus d. Beobachtung. 39 

ausgegangen, und die Folgerungen aus denselben sind durch die Beob- 
achtung bestöidgt worden. 

Wir legen unsrer Betrachtung eine Thennokette zu Grunde; sie 
bestehe aus dem kurzen Wismuthstück ADB und aus dem sehr langen 
Kupferdraht ACB\ halten wir die beiden Löthstelleu A und B auf den 
Temperaturen 0" uud 100®, was praktisch leicht zu erreichen ist, so 
wird ein ganz constauter Strom erzeugt. Da AGB im Vergleich mit 

C 



m Fig. 19. 

ADB ausserordentlich lang sein soll, können wir annehmen, der ganze 
von dem Strom zu durchlaufende Weg bestehe in der sogenannten 
Schliessung ACB\ wir werden in der Folge sehen, dass diese An- 
nahme um so eher gestattet ist, je dicker wir das Wismuthstück ADB 
wählen. Endlich sei zwischen a und ß der Schliessungsdraht unter- 
brochen und die Einrichtung getroffen, dass verschieden lange Draht- 
stücke an dieser Stelle in die Strombahn können eingeschaltet werden; 
diese Drahtstücke seien zunächst von genau derselben Art, wie der 
Schliessungsdraht, also von demselben Metali und von demselben 
Durchmesser. 

Die Länge des Schliessungsdrahtes betrage Zq, die Längen der 
eÄgeschalteten Drahtstücke 0, /, , /^ . . ., die Stromstärken Jq, j^ , ^2 . . . 
Die Beobachtung ergiebt, dass zwischen den letztern die Beziehungen 
stattfinden: 


^o^^i 'J'i' ' • 


Lq ' Lq+I^ ' Zfo+^t* 


Folglich ist 


wenn / die Länge des eingeschalteten Drahtstückes, j die Stromstärke 
und A die Summe der elektromotorischen Kräfte bezeichnet, welchen 
letzteren die Stromstärke nach dem ersten Ohmschen Gesetze direct 
proportional ist; a bedeutet eine Constante; die Stromstärke ist also 
der Länge des vom Strom durchlaufenen Weges umgekehrt proportional. 


40 I* Kapitel. Die Ohmschen Gesetze. 

Weiter seien die eingeschalteten Drahtstücke immer noch tod dem- 
selben Metall y wie der Schliessungsdraht, aber verschiedeu dick; wir 
messen wieder die Stromstärke. Es zeigt sich, dass nun, wenn L^ 
die Lange des z. B. dickern Drahtstückes bezeichnet, die Strom- 
stärke j^ bestimmt wird durch die Formel : 

woraus in Verbindung mit 
folgt: 

Denn die Messungen ergeben, dass der VVerth er, von den Längen l^ 
und Z] unabhängig ist. 

Wählen wir aber zu den Einschaltungen verschieden dicke Drähte, 
messen deren Durchmesser 2 i?| , 2 B^ » - . und beobachten die Strom- 
stärken, so finden wir, dass 

1 1 

Die Quadrate der Halbmesser sind den Querschnitten proportional; dem- 
nach können wir setzen 

J = 




wo g^ den Querschnitt des Schliessungsdrahtes von der Länge Zq, g^ 
den Querschnitt des eingeschalteten Drahtes von der Länge Z^ bezeich- 
net. Und Ohm hat nachgewiesen, dass die Form des Querschnittes 
ohne fiinfluss auf den Strom ist; er walzte die Drähte platt, nachdem 
er vorher die Stromstärke gemessen hatte, und fand dieselbe nachher 
unverändert. Folglich wird ß eine Constante sein, welche bloss von 
der Qualität des Leiters abhängt. 

Hiernach muss sein, wenn ein Draht aus auderm Metall einge- 
schaltet wird, von dem Querschnitt g^ und der Länge Zj, ^ 

* = ____A_ _ 

WO ß^ den Werth der Constanten für das Metall der Schliessung, /?, 
aber für das Metall der Einschaltung bezeichnet. Man setzt in der 
Regel 

. '-^ 

und nennt fc die elektrische Leitungsfähigkeit. Wir können 
dann das vollständige Ohmsche Gesetz für einen unverzweigten Strom 
folgendermaassen aussprechen : 


§.15 Anwendung auf eine Thermokette ; BcHtimmung der Spannungszahlen. 41 


Die Stromstärke ist gleich der Summe der elektro- 
motorischen Kräfte in dem einfachen Umgang, dividirt 
durch den Widerstand desselben. Dieser ist gleich der 
Summe von den Widerständen der einzelnen Theile, und 
der Widerstand eines Theiles ist gleich der Länge des 
Drahtes, dividirt durch das Produkt der Leitungsfähigkeit 
in den Querschnitt. • 


Wir haben 


W = w^o "l" "'l "f" "^2 "h • 




'0 




In diesen Formeln bezeichnet A die Summe der elektromotorischen 
Kräfte in dem ganzen einfachen Umgang, W den gesammten Wider- 
stand des einfachen Umgangs, u;,,, w^^ w.^^^ . . die Widerstände der 
einzelnen Theile, aus denen der Umgang besteht. 

Ohm ist, wie schon erwähnt, durch theoretische Betrachtungen 
zu diesem Gesetz geführt worden; wir gehen auf seine Theorie näher 
ein, nachdem wir einige Anwendungen von dem Gesetze gemacht haben. 

§. 15. 

Anwendung auf eine Thermokette; Bestimmung der thermo- 

elektrischen Spannungszahlen. 

Zunächst sei eine Thermokette aus den drei Metallen A^ B yC ge- 
bildet, und zwar sollen A^ B^C wieder die Spannungszahlen der drei 
Metalle als Functionen der Temperatur be- 
zeichnen. Die Temperaturen der Löthstellen 
a, /3, y seien ij /j, i^. Dann ist die Summe 
der elektromotorischen Kräfte in dem ein- 
fachen Umgang 

der Gesammtwiderstand gleich der Summe 
von den Widerständen der drei Theile 

Wir nehmen erstens an, die Löthstellen 
^ und y haben dieselbe Temperatur /,, die 
Lothstelle a aber die Temperatur t^-^- x^ und es sei r so klein, dass 
wir bei Entwicklung der Spannungszablen nach steigenden Potenzen 
von r die hohem Potenzen vernachlässigen dürfen. Dann wird die 
Stromstärke • __ {B' — A ' )x 

WA-\-V}B-\-VOc' 

Äehnlich folgt, indem wir ^ und dann y den Temperaturttberschuss r 
geben , 
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. ^ iC - B')t 

Hiebei siml die Stromstärke u positiv gerechnet, wenn der Strom in 
der Richtung ABC iliesst. Aus den Gleichungen folgt 

die Summe der drei Stromstärken ist null, und die Erfahrung bestätigt 
diese Folgerung, soweit das thermoelektrische Spannungsgesetz gilt. 
Die Gleichungen geben femer 


Ji 


C — B' ' 


u. s. w. 


Man kann also die Verhältnisse der Differenz von thermoelektrischen 
Spannungszahlen durch Messung von Stromstärken bestimmen, und 
die Zahlen, welche wir oben nach Becquerel angegeben haben, sind 
auf diesem Wege gefunden. 

Eine weit umfangreichere Tafel findet sich in einer Arbeit von 
Matthiessen*); sein Verfahren ist von dem obigen etwas verschieden. 
Er nimmt zwei Thermo- 
elemente AB und AC, 
giebt den Löthstellen a 
und ß denselben Tempe- 
raturüberschuss r, und 
verbindet die beiden 
Elemente mittelst der- 
selben Drähte auf die 
beiden durch die Zeich- 
nung angedeuteten Ar- 
ten. Da der Widerstand 
genau derselbe ist, fin- 
den wir einmal 




Fig 21. 


das andre Mal 


folglich ist 


. _ (B'—Ä')t + {C'- Ä')t 


. _ {B' - A')x + {A' - C^t ^ 


w 




B^A' 
C' -Ä' 


Wir erhalten also wiederum durch blosse Vergleichung von Strom- 
stärken das Verhältniss der thermoelektrischen Spannungsunterschiede. 


*) Matthiessen. Pogg. Ann. 103. 
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§. 16. 
Bestimmung des relativen Widerstandes. 

Wir machen noch eine zweite Anwendung von dem Ausdruck für 
die Stromstärke in einer Thermokette, nämlich zur Bestimmung des 
Widerstandes. Es kann dies nur eine relative Bestimmung sein; denn 
zu einer absoluten Bestimmung des W^iderstandes fehlen uns noch alle 
Mittel, und wir werden erst am Schlüsse unsrer Betrachtungen zu 
einer solchen befähigt sein. 

Es sei ein bestimmter Messdraht gegeben, etwa ein Silberdraht 
von bestimmter Lauge uud Dicke, mit dessen Widerstand m andre 
Widerstände sollen verglichen werden, ein sogenannter Widerstands- 
etalon. Wir denken uns den Strom mittelst eines Thermoelementes 
erzielt, und dessen Löthstelle erhalte immer denselben Temperatur- 
überschuss t, so dass die elektromotorische Kraft denselben Werth 
{B' — A')x besitze. Wir haben dann, wenn w den Widerstand der 
Schliessung bezeichnet, ohne Einschaltung die Stromstärke 

bei Einschaltung des Messdrahtes dagegen 

,• - (B'-A' )x 

endlich bei Einschaltung eines Drahtes, dessen Widerstand x soll be- 
stimmt werden , • __ (^."~._4l^ . 

Hieraus folgt: h~Jl =- ^ Jo~Jt __ ^_ 

also x^^}^'^hm. 

3t Jo —Ji 

Wir werden später noch bessere Methoden zur Bestimmung des Wider- 
standes kennen lernen. Die Messungen sind sehr zahlreich. Aus x 
folgt das Leitungsvermögen /:, wenn wir die Länge / uud den Quer- 
schnitt q des eingeschalteten Drahtes bestimmen, 

X = T- * also k = 


kq^ qx 

Man setzt gewöhnlich die Leitungsfähigkeit des Silbers gleich 100; 
dann werden die Leitungsfähigkeiten der am häufigsten vorkommenden 
Metalle etwa die folgenden Werthe haben: 

Silber 100 


Kupfer. . 
Eisen . . 
Platin . . 
Neusilber 
Antimon . 
Wismuth 


77 

14 

10 
7,6 
4,3 
1,2. 
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Mau muss diese Zahlen kenneii; um einem Apparat die beste Ein- 
richtung zu geben. In der Kegel ist der Widerstand durch den Multi- 
plicator bedingt; es fragt sich, wie man die Kette anzuordnen hat, 
damit die Stromstärke möglichst gross werde. 

Der Werth k hängt von der Temperatur ab, und in der Regel 
sind die Aenderungen mit der Temperatur gar nicht unbedeutend. So 
hat Neu mann gefunden, dass f&r Kupfer 

•A:==^o(1— ö»0042.0, 
wo i die Temperatur in Reaumurgraden bedeutet ; bei einer Temperatur- 
erhöhung um 10^ wird also das Leitungsvermögen um ^ verringert 

Das wird für genaue Messungen sehr hinderlich , da Temperaturschwan- 
kungen in der Schliessung kaum zu vermeiden sind. Ein praktisch 
sehr brauchbares Metall, wo der Einfluss der Temperatur sehr gering 
ist, besitzen wir im Neusilber; da hat Neumann gefunden, dass 

A- = A-^ (1 — 0,00055.0. 
Diese Legirung ist deshalb zu Messdrähten sehr geeignet; allerdings 
besitzt sie ein sehr kleines Leitungsvermögen. 

Matthiesse n*) hat eine sehr umfangreiche Tafel für die Leitungs- 
fähigkeit der Metalle gegeben , auch die Aenderungen mit der Tempe- 
ratur bestimmt. Im Allgemeinen nimmt bei den Leitern erster Classe 
das Leitungs vermögen mit wachsender Temperatur ab; nur bei der 
Uaskohle findet das Umgekehrte statt; sie verhält sich analog einem 
Leiter zweiter Classe, welcher durch den Strom zersetzt wird. Bei 
einer Flüssigkeit, Quecksilber ausgenommen, steigt das Leitungsver- 
mögen mit wachsender Temperatur; aber es finden da immer chemische 
Processe statt, welche eine elektromotorische Wirkung ausüben. 

Die Leitungsfähigkeit hängt selir von dem Grad der chemischen 
Reinheit ab, welche das Metall besitzt; kleine Beimengungen fremder 
Substanz haben merklichen Einfluss. Aber auch die physikalische 
Beschaffenheit, namentlich die Härte kommt in Betracht. Wir wollen 
hier bloss den folgenden Versuch nennen: 

Es sei ein Draht horizontal gespannt; seine Länge betrage Z, sein 
Querschnitt ^, dann ist der Widerstand 

L 

kq 

Nun werde ein Gewicht in der Mitte des Drahtes angehängt; dadurch 
werde die Länge um A, der Querschnitt um q' geändert, wo q negativ 
ist; der Widerstand würde mithin 


w 


k{q + q')' 


*) Matthiessen. Pogg. Ann. 103. 
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weuD das LeitiiugsverniögeD in beiden Zustäiideu gleich näre. Wir 
messen w und w, bestimmen ferner k durch Beobachtung der Senkung, 
welche die Mitte des Drahtes erlitten hat. Hieraus er^be sich 

also die Aenderuug des Querschnitte oder die seitliche Cuntraction bei 
der Uliigendiiatation y- Allein die so erhalteneu Werthe sind uuau- 
nehmlmr. Üies kann nur darin seinen liruud haben, daas das Leituugs- 
vermögeu des Urahte» sich mit der Spannung ändert; in den beiden 
(jlleichungeji hat dann k verschiedenen Werth. Wir fügen noch bei, 
dajHS die Elast iciUltagren sie bei der Dehnung nicht soll Überschritten 
werden, 

§. 17 
Ableitung der Ohmaohon Gesetae aus theoretiachen Betraohtungen. 

Wir wollen jetzt die theoretischen Betrachtungen darlegen, welche 
Ohm zu dem nach ihm genannteu Gesetz fflr die StromBtärke ge> 
führt haben. 

Ohm nimmt an, dass alle Strümungen aus dem unterschied der 
elektrusknpischen Spannungen an den einzelnen Stellen des 
geschlossenen Umgangs entstehen. Um eine deutliche Vorstellung von 
dem zu erhalten, was Ohm elektroakopische Spannung nennt, kiinnten 
wir auch von dem Unterschied der elektrischen Dichtigkeiten an den 
verschiedenen Stellen sprechen; allein diese Uehersetzung von elek- 
trischer Spannung in Dichtigkeit ist eine wesentlich spätere Auffassung, 
uud wir wollen uns jetzt noch an die Ohmsche Terminologie halten. 
Wir verstehen demnach unter dem Unterschied der eJektroskopischen 
Spannungen iu den Punkten n und h den Unterschied zwischen den 
Ladungen des Elcktroskop» , wenn wir in dem Punkte a und dann in 
dem Punkte b eine Messung anstellen. Diesem Unterschied der elektro- 
skopischen Spannung in dtii Punkten a und h ist nach Ohm die Stürke 
des Stromes von a nach b proportional; unter der Stromstärke versteht 
aber Ohm die Menge von Elektricität, welche in einer bestimmten Zeit 
dnreh einen Querschnitt hin durchströmt; die Strömung wird stationär, 
wenn durch jeden Querschnitt in derselben Zeit dieselbe Menge von 
Elektricität strömt, und nur solche Ströme werden betrachtet. 

In jedem Stücke eines homogenen Leiters soll die Stromstärke dem 
Unterschied der Spannungen an den beiden Enden proportional sein; 
damit ist die Spannung an einer jeden Stelle des Leiters durch die 
Spannungen an den beiden Enden bestimmt. Der Draht habe die 
Länge /.; au den beiden Enden seien die Spannungen A und B gegeben; 
eine beliebige Stelle des Uriihtes habe den Abstand x von dem Ende A, 
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auf dem Drahte ^emesseu. Dann ist die Spannung u an der Stelle x 
eine lineare Function von x, und zwar 

u = A -] j- — X. 

Denn es wird durch diese Gleichung den Bedingungen Genüge geleistet, 
dass t/ = A für a; = und u =^ B für x = Z . Nehmen wir femor 
vier Fujikte «, ß, a\ ß' in den Entfernungen x, a: + g, a:', x' + | vom 
Anfang des Drahtes, so werden die Spannungen 

in cf A -\ j — a;, 

in ^ ^ + * = ^(ar + |), 
in cf A-\' j^ X y 

in/J' A^^-^-{x^iY 

Da die Entfernungen von a und ß und von a und |?' gleich sein sollen 
und die Strömung stationär, muss die Differenz der Spannungen in a 
und ß und in a und ß' gleich sein; diese beiden Differenzen werden 
aber li — A 


L 


5, 


also wirklich einander gleich, wenn -y — constant, d. h. von x oder 

ar' unabhängig ist, und nur dann; denn die Lage des einen Punktes 
ist ganz willkührlich und der Abstand $ allein wesentlich. 

Wie gross ist nun die Menge von Elektricität, welche in einer 
bestimmten Zeit durch den Querschnitt des Leiters an der Stelle a 
hiudurchströmt? 

Wir betrachten zwei Leiterstücke, AB und ^| B^, von den Längen 
L und Z, . Die Strömung sei in beiden stationär; A, B und A^y B^ 
bezeichnen die Spannungen an den beiden Enden , u und ti, in be- 
liebigen Punkten von AB und A^B^, Dann ist 

u= A -\ j— Xy 

Demnach sind die Spannungsdifferenzen in den Punkten a und ß von 
ABj und in den Funkten«, und j3j von A^B^, wenn der Abstand der 
beiden Punkte immer | beträgt: 

Nun soll die Menge von Elektricität, welche durch den Querschnitt x 
strömt, Au proportional sein, die Menge, welche durch den Quer- 
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schnitt tf] strömt, ^u^ proportional. Folglich ist das Verhältniss der 
in gleichen Zeiten durch die Querschnitte a und a, strömenden Elek- 
tricitatsmengen M und üf, 

M _ L 

Mi "" B^- Äi ' 
Li 

Wir haben hiebei die Voraussetzung gemacht; dass die Natur der 
beiden Leiter dieselbe sei, und dass auch die Querschnitte derselben 
gleich gross seien. Wird aber der Querschnitt des einen Leiters ver- 
doppelt oder verdreifacht, während die Spannungen denselben Werth 
behalten, so muss durch den Querschnitt die doppelte oder dreifache 
Elektricitätsmeuge strömen. Nehmen wir also au , der Querschnitt des 
Leiterstückes AB sei (>, der des Leiterstückes A^ B^ dagegen 1, so 

finden wir 

B — A 

Lt 
Setzen wir endlich noch Z, = 1, B^ — ^, = 1, so folgt: 

Die in dem Leiter A^ B^ unter den Bedingungen (>, = !, Zj = 1, 
Ä, — ^, = 1 durch einen Querschnitt während einer bestimmten Zeit 
strömende Elektricitätsmenge Af^ kann nur von der Natur dieses Metalls 
abhangen; sie ist also eine dem betreffenden Metall eigenthümliche 
Constante. Da femer B^ — ^^ == 1 ^ also B^ > ^, gesetzt ist, strömt 
die positive Elektricität von B^ nach A^ . Man unterscheidet nun zweck- 
mässig positive und negative Strömungen, je nachdem die positive 
Elektricität in der vorher als positiv festgesetzten Richtung strömt, 
oder in der entgegengesetzten, und mau giebt dann auch der Menge 
positiver Elektricität, welche in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt 
strömt, das positive oder negative Vorzeichen , je nachdem die positive 
Elektriciföt in der positiven oder in der negativen Richtung durch den 
Querschnitt fliesst. Wir setzen daher M^ = — A^, indem wir die Rich- 
tungen von A nach B und von A^ nach B^ als die positiven annehmen, 
und es hat dann die Constante I^ einen positiven Werth ; sie bestimmt, 
wie wir schon sahen, die Leitungsfähigkeit des Metalles. 

Die in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt des Leiters AB 
strömende positive Elektricität wird demnach durch die Formel bestimmt: 

Die Stromstärke j wird aber durch die Menge M gemessen ; wir haben 
also auch 
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Der Strom fliesst in der positiven Richtung von A nach B^ wenn Ay B 
ist; in diesem Falle wird somit die Stromstärke einen positiTen, im 
entgegengesetzten Falle aber einen negativen Werth erhalten. 

Wir wollen jetzt für einen Augenblick die Voraussetzung fallen 
lassen , dass die Strömung stationär sei , und annehmen , die Spannung v 
in einem Leiter AB sei eine beliebige^ aber stätige Function der Stelle x: 

u = f(x). 

Wir werden dann für einen sehr kleinen Theil des Leiters, für Werthe 
von X zwischen x und a; -f- | etwa, wo < § < J, und |, sehr klein 
ist, immer setzen dürfen 

indem wir nach steigenden Potenzen von $ entwickeln- und mit dem 
zweiten Gliede abbrechen. Wir können also innerhalb dieser engen 
Grenzen u als eine lineare Function von | betrachten, und indem wir 
auf die Stellen x und o: -f- ^ ^i^ oben gefundene Formel anwenden, 
folgt, dass durch den Querschnitt an der Stelle x in der Zeiteinheit 
und in der Richtung der wachsenden x die Menge positiver Elektriciiat 
strömt 

Durch den Querschnitt an der Stelle x + §, wo | sehr klein ist, wird 
demnach die Menge strömen 

In das Leiterstück von der Länge § strömt also in der Zeiteinheit die 
Menge positiver Elektricität 

mehr ein, als aus; denn die erstere Menge strömt an dem einen Ende 
in das kleine Stück ein, die andere an dem andern Ende aus dem 
Stück aus; folglich bleibt die Differenz der beiden Mengen in dem 
Leiterstück. Die Strömung kann nur stationär sein, wenn das Stück 
keinen Zuwachs von Elektricität erhält, wenn also 

Diese Gleichung sagt aus, dass u eine lineare Function von x sein 
muss; das ist also die Bedingung einer stationären Strömung. Wir 
haben weiter filr die Stromstärke 

Diese Betrachtung kann leicht auf den Fall ausgedehnt werden, wo 


§. 18. Anwendung der Formel auf eine aus drei Elementen bestehende Kette. 49 

die Elektricitat nicht in einem Draht, einem linearen Leiter strömt, 
sondern in einer Fläche oder in einem Raum ; wir wollen das aber erst 
später thun. 

^ Ohm nennt die Abgeleitete der Spannung das Gefälle; die Strom- 
stärke ist also gleich dem Produkt der Constante K in den Querschnitt Q 
und in das Gefälle; da u eine lineare Function von x ist, wird das 
Gefälle gleich dem Unterschiede der Spannungen an zwei Stellen, 
dividirt durch den Abstand der beiden Stellen ^ oder auch gleich dem 
Unterschiede der Spannungen an zwei Stellen, welche um die Längen- 
einheit von einander entfernt sind. 


§. 18. 

Anwendung der Formel auf eine aus drei Elementen bestehende 

Kette. Zwei Sätze zur Bestimmung der Constanten. 

Wir wenden die Formel auf eine. Thermokette an, welche aus den 
drei Metallen Ay B^C bestehe. Die Lothstellen seien a, |?, ^ und ihre 
Temperaturen t, tu (2, die Längen der drei Stücke l, /, ^ /j; endlich die 
Spannungen in den einzelnen Stücken u^u^jU^] es sind dies Functionen 
der Abstände x, o:, , X2, immer von dem Anfange y, a oder ß des be- 
treffenden Stückes an gerechnet. Die Strömung ist stationär, wenn 
die Temperaturen t,ti,t2 constant erhalten werden. Folglich ist dann: 




d^ut 


^ = 0, 


d^Ut 


dxi 


1 = 0. 


dx* ' dxi* 

Durch Litegration ergiebt sich 

u = m -\- ti X, 
w, = w, + Wjo:,, 

^2 = ^h + «2^2 > 
mit sechs willkührlichen Constanten m und n. 
Zur Bestimmung derselben haben wir die fol- 
genden beiden Sätze: 

1) Der Unterschied der Spannun- 
gen zu beiden Seiten einer Löthstelle 
ist dem Unterschied der Spannungs- 
zahlen gleich. 

2) An jeder Löthstelle muss ebenso viel Elektricitat 
ein- wie ausströmen. 

Der erste Satz giebt für die drei Lothstellen o, |3, ^ die Gleichungen: 

m -{- n l — m^ = Ai — Bt, 
»»i + «i^i —rn2 = Bt, — Ct^, 
/Wj + ^2 ^2 — tn = Ct^ — At^ . 
Der zweite Satz dagegen liefert, Wenn die Querschnitte der drei Stücke 

Neu mann, Vorlesaugea über elektr äixöiue. 4 
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(^; (^1 O2 und die Wertlie der Constanten £ für die drei Metalle 
Ä', Ä'j , m.^ sind, 

A^ (>2 n.^ «= K (Jn , 

Wie sofort ersichtlich, sind das bloss zwei Gleichungen; denn die dritte 
(irleiohung folgt sofort aus den beiden ersten. Der zweite Satz liefert 
also nur die beiden Gleichungen 

KQn = K^ (>,n, = K^Q^n^ . 

Zur volligen Bestimmung der Constanten fehlt demnach noch eine 
Gleichung. Diese wird durch eine weitere Bedingung geliefert, welche 
je nach Umständen verschiedene Form besitzt. 

Ist die Kette isolirt, so muss die Summe der Spannungen, ge- 
nommen über alle Theile der Kette, gleich null sein. 

Gewöhnlich wird aber eine Stelle der Leitung mit dem Erdboden 
leitend verbunden sein; dann muss die Spannung an dieser Stelle gleich 
null sein. 

Die eine oder die andere Bedingung giebt den absoluten Werth 
von einer der drei Constanten m, »i,, m^\ in den ersteren drei Glei- 
chungen kommen nur die Differenzen dieser Grössen vor, so dass der 
absolute Werth von einer derselben unbestimmt bleibt. 

Man wird aber selten in den Fall kommen, nach dem absoluten 
Wcrtli der Spannung zu fragen ; in der Regel handelt es sich bloss um 
die Stromstärken, und diese werden durch die Grössen n allein be- 
stimmt. Nun liefert der zweite Satz immer eine Gleichung weniger, 
als Werthe 7/ zu bestimmen sind; die eine noch fehlende Gleichung 
erhalten wir, indem wir die Gleichungen, welche nach dem ersten 
Satze statthaben, alle addiren. Die Grössen m heben sich dann heraus, 
und wir finden 

;// + n,/, + W2/2 = ^, - ^, + B^, - C,. + Ct, - Ät^ , 

d. h. die Summe der Spannungsunterschiede zu beiden Sei- 
ten aller Löthstellen ist der Summe der elektromotorischen 
Kräfte des ganzen einfachen Umgangs entgegengesetzt 
gleich. Wir müssen nämlich beachten, dass nach dem oben Fest- 
gesetzten, wenn a^ya die positive Richtung des Stromes ist, die elektro- 
motorische Kraft an der Stelle a den Werth Bt — At besitzt, u. s. f. 

Die Anwendung dieses Satzes in Verbindung mit dem zweiten 
liefert immer eben so viel von einander unabhängige lineare Gleichun- 
gen, als Grössen n zu bestimmen sind. 

Indem wir in unserm Fall die Rechnung durchführen, nehmen wir 
der Einfachheit wegen an, es sei bloss eine der drei Löthstellen er- 
wärmt; j3 und y sollen dieselbe Temperatur /„ haben, dagegen a die 
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Temperatur i^ -\- x] ferner sei t so klein, dass wir entwickeln und die 
hohem Glieder vemachllLssigen können. Wir haben dann an der einen 
Stelle « die elektromotorische Kraft {B' — A')t. 

Die Gleichungen zur Bestimmung der Grofsen n sind 

aus denselben folgen die Werthe: 

1 {A'-B')t 


n 


^Q J M ^L M ^ ' 


_ 1 (A'-B')x 


Die Stromstarke >, welche in den drei Stücken denselben Werth 
besitzt y da die Strömung stationär sein soll, wird 


♦> = — KQn ^ — K^O^n^ = ^ K^Qi^h = 


KQ ^K,Q,^K,Q^ 


Vergleichen wir aber diese Formel mit derjenigen, welche wir Seite 41 
erhalten haben, so finden wir vollständige Uebereinstimmung, wenn Ä^ 
die Leitungsfähigkeit bedeutet Folglich ist K dieselbe Constante, 
welche wir oben mit diesem Namen bezeichnet haben. 

§. 19. 
Direoter experimenteller Beweis der Ohmsohen Gesetze 

durch Kohlrausch. 

Die Giltigkeit des Ohm sehen Gesetzes war in älterer Zeit nur tlurch 
Beobachtung der Stromstärke nachgewiesen. Kohlrausch "*) hat das 
grosse Verdienst, die Spannungen unmittelbar gemessen zu haben, und 
wir wollen sein Verfahren ganz kurz angeben. Die Spannungen in einer 
Thermokette sind zu klein, um mit genügender Sicherheit bestimmt wer- 
den zu können; Eohlrausch hat deshalb eine Hydrokette benutzt. 

In einen langen^ mit Kupfervitriollösung gefüllten Kasten wurde 
eine Zink- und eine Kupferplatte eingesenkt; die Zinkplatte war von 
einem Thoncylinder umgeben, in welchem sich Zinkvitriollösung be- 
fand; wir brauchen dies bei Aufstellung der Formeln nicht weiter zu 
berücksichtigen. Ein dicker Kupferdraht verband die Zinkplatte mit 
dem Erdboden: ferner führte ein langer Schliessungsdraht zur Kupfer- 
platte. Die Spannungen wurden gemessen an den Stellen a, ß^ y 

•) Kohlrausch. Pogg. Ann. 78. 1849. 

4* 
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Fig. 28. 


des Schliessungsdrahtes y an 
den Stellen a, b, c, d der 
Flüssigkeit^ endlich an der 
Stelle 6, wo der Schliessungs- 
drabt mit der Kupferplatte 
in Verbindung stand. 

Die Spannung in der Zink- 
platte sei t4, in dem dicken 
Kupferdrabt ti, ^ in dem 
Schliessungsdraht u^j in der 
Kupierplatte u^ und in der 
Flüssigkeit u^ . Die betreffen- 
den Querschnitte wollen wir mit q, die Langen mit /, die Leitungs- 
iahigkeiten mit A* bezeichnen. Die Spannungszahlen seien Z ftür Zink, 
C für Kupfer und F für die Flüssigkeit; endlich sei S die Summe der 
elektromotorischen Kräfte: 

S =^ Z — C + {C — F) + {F — Z) , 

wo die Klammem andeuten sollen ^ dass das Voltasche Spannuqgs- 
gesetz nicht gelte. 
Wir setzen: 

u = m + n.r, 

M, = w, + n^x^y 


u. s. w. 
Die Gleichungen an den Grenzstellen lauten dann: 

m.^ + «2/2 = ^3, 

Wi + ":i'3 = »»4 + (^' - ^), 
m^ + ^4/4 = m + (F— Z), 
m-{- n i ^m^ + Z — C. 
Wir haben femer: 

kqn = A-,//,n, = k^q^n^ -= k^q^n^ = k^q^n^ . 

Endlich mus» u^ null sein für x.^ =« 0; denn diese Stelle ist mit dem 
Erdboden leitend verbunden; folglich ist 


m» 


0. 


Bezeichnen wir noch mit fF den Widerstand des ganzen einfachen 
Umganges, mit w d«»n Widerstand des einzelnen Stückes, 


H'=w + w^ + w^ -f w^ + 


w 


4 9 


W = 


kq ' 


w 


h 


« "=Av,,' "-«-w., 


§. 19. Directer experimenteller Beweis d. Ohmschen Gesetze durch Kohlrausch. 5«3 
SO folgt aus den Gleichungen zunächst 

n 

femer 


1 

° kq 

S 
TP' 

«1 

1 

s 

u. 

8. 

W., 

• 








m^ = 

Wt + Wt 

w 

S- 

-(^~ 

F), 

1 




folglich tt, = 5 ^ J , 

«3 — * VV + ^ -^j , 

Nun hat Kohlrausch durch directe Messung die Spannungsdif- 
ferenz Z — C bestimmt^ und die Summe der beiden andern , so dass S 
gefunden war, auch die Widerstände gemessen. Daraus berechnete er 
die Spannung u^ an verschiedenen Stellen des Schliessungsdrahtes und 
▼erglich diese Werthe mit den direct beobachteten Spannungen. Dies 
geschah für die Stellen a, ß, y, ö. 

Femer hat aber Kohlrausch auch die Spannung innerhalb der 
Flüssigkeit gemessen, und zwar auf dem folgenden Wege. Eine Kupfer- 
nadel, welche bis an die Spitze mit Lack überzogen war, wurde an 
einer bestimmten Stelle in die Flüssigkeit eingetaucht; die Nadel war 
mit der Platte des Elektroskops leitend verbunden; der Ausschlag ent- 
sprach also der Spannung an der Stelle der Flüssigkeit, wo die Spitze 
der Nadel sich befand. Allein es wurde so nicht die Spannung u^ 
unmittelbar erhalten, sondern, weil zwischen der Flüssigkeit und dem 
Kupfer der Nadel wieder eine elektromotorische Kraft thätig ist, der 
Werth von 

Folglich hebt sich die Grösse {C — F) ganz heraus. Die Beobachtung 

fand an den vier ungefähr gleich weit von einander entfernten Stellen 

a, b, c, d der Flüssigkeit statt. 

Wir geben die Zahlen, welche Kohlrausch gefunden hat; es 

sind die ersten Messungen zur directen Prüfung der Ohmschen Formeln. 

Berechnet. Beobachtet. 


a 

0,93 

0,85 

ß 

1,86 

1,85 

V 

2,80 

2,69 

« 

3,73 

3,70 

a 

4,80 

5,03 

b 

5,86 

5,99 

c 

6,91 

6,93 

d 

7,98 

7,96. 
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Bedenkt man die grossen Schwierigkeiten einer elektroskopischen Mes- 
sung und die unvermeidlichen Fehler wegen der Aenderungen inner- 
halb der Kette und des Elektroskops, so ist die Uebereinstimmang 
zwischen den berechneten und den beobachteten WerÜien völlig ge- 
nügend; die Ohm sehen Gesetze sind also durch die Beobachtung als 
giltig erwiesen. 

§.20. 
Die (besetze der Stromtheilung. 

Dieselben Grundsätze, welche die Spannungen in einem unver- 
zweigten geschlossenen Leiter bestimmen, sind auch bei einer Strom- 
theilung zur Anwendung zu bringen. 

Der allgemeine Fall wird durch ein bestimmtes Beispiel am Ein- 
fachsten deutlich. Wir nehmen wieder eine Thermokette au, die aus 
den drei Metallen Ay B^ C mit den Löthstellen a^ ß, y bestehe; ausser- 
dem seien aber die beiden Löthstellen ß und y noch durch ein weiteres 
Leiterstück C^ verbunden. Die Löthstelle 
a werde auf der Temperatur / -f" ^ erhal- 
ten, dagegen die beiden anderen Löth- 
stellen ß und y auf der Temperatur /, so 
dass nur an der Stelle a eine elektromo- 
tx^rische Kraft auftritt, und zwar von der 
Gn*>sse (^' — A')t, Man nennt dann den 
Theil Aß den Stammstrom, die Theile 
C und C^ die beiden Zweigströme. 

Wir nehmen in jedem einzelnen Stück 
die X vom Anfang zum Ende positiv in 
der Richtung der Pfeile. Wir nennen 
ferner die Langen der Stücke A und By 
L und Z,, der Stücke C und C|, / und /, , 
die Spannungen U\ ^, , w, i/j, die Querschnitte (>, ^,, q, q^^ die Lei- 
tungsfahigkeiten A', A', , /:, A, . Es wird dann 



Fig. M. 


V 
^1 


M + ISx , 


u = m -\- nx f 
w, = m^ -{- n^x. 

Wir bringen zunächst wieder den ersten der beiden oben ausire- 
sprochenen Satze zur Anwendung, in genau derselben Form: 

Der Unterschied der Spannungen zu beiden Seiten einer 
Löthstelle ist gleich dem Unterschied der Spannungs- 
zahlen. 

Zu diesem Ende machen wir zwei einfache Umgänge ABC und 
ABC . W'ir finden dann bei dem ersten 
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ilf, + yV, Z^ — m = Bt— Ci, 
/» + nl ^ M =Ct — At, 


bei dem zweiten 


M^ NL — M, = At^, - /?,4.,, 

fn^ -^ n^i^ — M =^ C^t — Af 

Hätten wir noch einen dritten, vierten Zweig u. s. w.^ so müssten 
wir einen dritten ^ vierten Umgang machen , und wir erhielten ein 
drittes, viertes System Gleichungen. Im Allgemeinen entspricht die 
Anzahl der Systeme der Anzahl von verschiedenen Wegen, auf denen 
man von einem bestimmten Punkt aus zu demselben zurückgelangen 
kann, ohne bei einem einzelnen dieser Wege ein Stück zweimal zu 
durchlaufen. Bei der Berechnung wird man nicht alle diese Umgänge 
machen; sondern man schreibt die Gleichungen für jede Uebergangs- 
stelle unmittelbar hin. Man muss im Allgemeinen an jeder Stelle, wo 
n Leiterstücke zusammenstossen , (n — 1) Gleichungen erhalten. 

Ebenso können wir auch den zweiten Satz zur Anwendung bringen : 
In jede Löthstelle muss ebensoviel Elektricität ein- 
strömen, als von ihr ausströmt. 
Dies giebt in unserm Falle 

— KQN = — KQ^N^ = — kqn — Ar,^j«,; 

mit den Bedingungen an den Lothstelleu a und |3 ist die an der Löth- 
stelle y gleichzeitig erfüllt. Wir erhalten demnach eine Gleichung 
weniger, als Löthstellen vorhanden sind. 

Bezeichnen wir aber die Stromstärken in den vier Stücken mit 
Jy J^ , j und y, , so stellen sich die letzten beiden Gleichungen in der 

Form dar 

7 = 7, =y+yj, 

80 dass wir zwei Gleichungen zur Bestimmung dieser vier Grössen haben. 
Die beiden noch fehlenden Gleichungen liefern uns die Systeme 
Gleichungen , die wir für die beiden einfachen Um^nge erhalten haben. 
Indem wir nämlich in jedem System die Gleichungen addiren, folgt 

NL + i^TjZ, + nl = At^^ - ^,4., -\. Bt-Ct + ^, - /f , , 
NL + iV, Z, -f n,/j = At+, - Bt^r + /?r - 6',, + C^t - At , 
Nun ist aber 


ferner steht rechts in den beiden Gleichungen die negative Summe der 
elektromotorischen Kräfte von den beiden einfachen Umgängen; diese 
Summe sei 5, so dass 
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S = Bt^^ - At^, — Bt + At = {B' - ^>r; 
dann können wir die Gleichungen in der Form schreiben: 

Die linken Seiten dieser Gleichungen enthalten so viel Glieder, als die 
einfachen Umgänge Leiterstücke; jedes Glied ist gleich dem Prodoct 
der Stromstarke in den Widerstand des betreffenden Leiterstückes; nen- 
nen wir also diese Widerstände fF, ^j, u;, u;, , so erhalten wir: 

JW + J,W^+ jw =S, 

Wir haben damit den folgenden Satz gefunden: 

In jedem einfachen Umgang ist die Summe von den 
Producten der Stromstärken in die Widerstände der ein- 
zelnen Leiterstücke gleich der Summe von den elektro- 
motorischen Kräften des einfachen Umgangs. 

Dieser Satz trägt den Namen von Kirchhoff, welcher die vor- 
liegende Aufgabe zuerst allgemein gelöst hat. 

In der Regel handelt es sich bloss um Bestimmung der Strom- 
stärken; dann liefert der Kirchhoffsche Satz in Verbindung mit dem 
vorhergehenden, dass an jeder Löthstelle eben soviel Elektricilat ein- 
wie ausströmen muss, die genügende Anzahl von Gleichungen. Bei 
der Anwendung ist in jedem einzelnen Leiterstück die eine Richtung 
als die der positiven Strömung festzusetzen, so dass in dem betreffen- 
den Stück die Stromstärke einen positiven oder negativen Werth erhält, 
je nachdem die Strömung in der einen oder in der entgegengesetzten 
Richtung stattfindet; wird ein einfacher Umgang betrachtet, so muss 
in dem einzelnen Stück die Stromstärke j mit dem positiven oder nega- 
tiven Vorzeichen versehen werden, je nachdem bei dem einfachen 
Umgang das betreffende Stück in der positiven oder negativen Rich- 
tung durchlaufen wird. In dem oben betrachteten besondem Falle 
können wir z. B. auch den einfachen Umgang ßCyC^ß betrachten; 
wir finden dann die Gleichung 

jw—j^w^ =0, 

welche aus den beiden oben aufgestellten durch Subtraction folgt. 

Wir führen in diesem Falle die Berechnung der Stromstarken 
völlig aus. Die Gleichungen sind 
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Folglich 

oder J SOS J^ = 


— + — 


W 




J. 




1 =— *"« J 

va Wx 
Hätten wir statt zweier Zweige von /3 nach y eine beliebige Anzahl 
von solchen, so wäre in dem für / gefundenen Werthe 

durch 


— I — — I 1 — j — _i-.... 

ZU ersetzen. Wir wollen diesen Ausdruck mit W bezeichnen. Wir 
erhalten dann für J deuselben Werth, wenn wir die Zweige zwischen 
/3 und y durch ein einfaches Leiterstück von dem Widerstand W er- 
setzen; Hau nennt daher den Ausdruck 

den Gesammtwiderstand, und die Stromstärke im Stammstrom ist 
gleich der Summe der elektromotorischen Kräfte dividirt durch diesen 
Gesammtwiderstand. Ferner wird die Stromstärke^' in einem der Zweige 

also gleich der Stromstärke im Stammstrom , multiplicirt mit dem reci- 
proken Widerstand des Zweiges, dividirt durch die Summe von den 
reciproken Widerständen aller Zweige. 

Man kann mittelst der beiden Sätze die complicirtesten Fälle von 
Stromtheilung ohne Schwierigkeit behandeln; das einfache Beispiel 
mag genügen , da wir zu mannigfacher Anwendung Gelegenheit finden 
werden. 

§. 21. 

Anwendung von den Gesetzen der Stromtheilung. Methode von 

Beoquerel zur Berichtigung des MultiplicatorB. 

Zunächst betrachten wir zwei Methoden, welche zur Bestimmung 
der Multiplicatorfunction sind vorgeschlagen worden. 

um die Werthe der Function /'(gt?) in der Gleichung 

>/'(9>) = /^ sin 9 , 
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die wir Seite 37 erhalten haben ^ für eine genügende Anzahl Argu- 
mente 9i, ^2 *-* ^^ berechnen; hat Becquerel den folgenden Weg 
eingeschlagen. 

Ein möglichst constanter Strom, am besten ein Thermostrom 
wird einmal ganz, dann nur zum nten Theile durch den Multiplicator 
geleitet. Sind die Ablenkungen der Nadel in den beiden Fällen q> und 
und 9>», so gelten die Gleichungen: 

jFijcp) = H sm<p , 
— jF{q)n) = /^sin <pn] 

folglich ist F{<pn) = n ''^J^ F{<p) . 

Die Theilung des Stromes wird durch Einschaltung von Drahtstücken 
erhalten y deren Widerstand bekannt ist. Es sei der Multiplicator aus 
einem Draht von bekannter Länge hergestellt; von demselben Draht 
seien ferner noch drei Stücke, alle von derselben Länge, abgeschnitten, 
so dass wir vier Leiterstücke von genau gleichem Widerstände w 
haben. Die Schliessung wird zuerst durch den Multiplicator allein her- 
gestellt; der Widerstand ist dann gleich w^ da der Widerstand in dem 
Thermoelement gegen den Widerstand des Multiplicators verschwindend 
klein ist; bezeichnet also AT die elektromotorische Kraft des Elementes, 
so wird die Stromstärke 

= — 

•' w ' 

Nun schalten wir nach und nach die drei andern Leiterstücke hinter 
einander in die Strombahn ein; dann werden die Stromstärken 

. __ Jf j_ . 

• _ ^ — i 

. __ K^ _ _ i 

^^ ~" w + ^w "" 4-^ • 

Endlich schalten wir erst zwei und dann die drei Drahtstücke neben 

einander in die Strombahn ein; dann finden wir 

. K _ 2 . 

Js — 1 — 3 -^ > 

IT ' 10 

. K 8 . 

^6 — \ — 4 ./ • 

w 
In der Regel werden die sechs verschiedenen Werthe der Stromstärke 
genügen; man kann ja auch noch durch Benutzung mehrerer Thermo- 
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elemeute oder durch Terschiedeue Erwärmung der Lüthi^telleu 

iiraprÜH glichen Werth j verüuderii. 

§. 2a, 

Der DiEferontialmultiplicator. NoumaniiB Methode zur Berichtigi 


Eine andere Methode zur Bestimmung der Multipliuatorfuiictioii 
beruht auf der Anwendung eines EOgenanntea Differentialtiiulti- 
plicators; diea er Apparat ist zu manchen Zwecken mit grossem Vur- 
theil zu benutzen. Statt des einen sind zwei Drähte isolirt neben ein- 
ander aufgewunden, und es kommt darauf an, dasa die beiden Drahte 
tfieselbe Lauge, denselben Widerstand und genau dieselbe Lage gegen 
die Magnetnadel haben. Die Ablenkung der Nadel mos» dieatlbe sein, 
mag der Strom durch den einen oder durch den andern Draht geleitet 
werden. Zu dem Ende bat Hecquerel, von welchem der Grund- 
gedanke herrilbrt, die beiden Drahte sehr sorgfältig den einen parallel 
dein andern um die Multiplicatorrolle gewickelt. Der Zweck lässt sich 
so wohl erreichen, weun man nur eine Lage windet; ' will man aber 
die Wirkung verstärken und mehrere Lagen über einander anbringen, 
»v geratheij die beiden Drähte sehr leicht aus einander. Mau thut daher 
gut, zuerst die beiden Drähte zusammenzuflechten, wie die beiden 
Stränge in einem Bindfaden, unil dann erat die Schnur auf die Rolle 
zu wickeln; so wird das gewünscht« Ziel ganz sicher erreicht. Die 
Drähte müssen aber völlig isolirt sein; wenn sie bloss mit Seide um- 
wunden aind, ao wird durch das Flechten leicht der üeberzug ver- 
schoben und die Isolirung aufgehoben; man vermeidet das vollständig, 
wenn man die übersponnenen DriUit« lackirt, und so lange der Lack 
uoch weich Ist, die Umwindung ausführt; der Lack hält daun die Seide 
fest. Wenn nach ein paar Tagen der Lack trocken ist, so erweisen 
sich die Drähte völlig isolirt; die Probe hiefür ist, dass, wenn das 
eine Ende des einen und das andere Ende des andern Drahtes mit den 
Polen einer starken Säule verbunden werden, die Nadel völlig in Ruhe 
bleiben muss. 

Ein solcher Differentialmultiplicator kann nun auf verschiedene 
Weise in den Strom eingeschaltet werden, in umstehender Figur 
(Fig. 25) seien die beiden Drahtwin düngen achematisch durch nd, bc dar- 
gestellt; ferner soll der Draht .•/ zu dem positiven, der Draht B zu 
dem negativen Pole einer Säule führen, so daaa der Strom durch A 
ein- und durch B austritt; endlich laufe jeder dieser beiden Drähte 
in zwei Zweige n, ß und y, d aus, durch welche die Verbindungen 
mit den Multiplicatordräliten hergestellt werden. Dies kann auf die 
folgenden vier verschiedenen Arten bewerkstelligt werden: 
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I. 


aa 
bß 
cy 
dS 


II. 

aa 
by 
cß 
dd 


111. 
aa 
bd 
cy 


fc a 

A »— 


m 


B 


y r 


fS (/ 


(i n 


IV. 
att 
by 
cd 


A 


^ 


B 


V 


rj \c... 


ff 


6 7[ 


n 


B 



A 


/e Hi 


B 



JV 


Fig. 25. 

Im Falle I hat der IStrom in den beiden Drähten dieselbe Kichtung, 
.im Falle II entgegengesetzte; im Falle III Hiesst derselbe Strom in 
gleicher Uichtung, im Falle IV in entgegengesetzter Richtung durch 
die beiden Drähte. Nehmen wir zunächst an, es seien die Multipli- 
catorfunctionen verschieden für die beiden Drähte F und /*, , so gelten 
in den vier Fällen Gleichungen von folgender Form: 

I. > F((p) + y, h\ (cp) = ^ sin <p , 

II. >F(<p) — >, h\ (<p) = /r sin cp , 

III. y{/'(<p)+/^,((p)} =//siug., 

IV. j\F{^) - h\{<p)\ =^8in(]p; 

der Ablenkungswinkel ^> hat in den vier Fällen selbstverstätidlich ver- 
schiedene Werthe. 

Der Fall IV dient zur Prüfung des Apparates; da muss ^ null 
sein; sonst ist der Apparat nicht brauchbar. Es wäre ein grosser 
Zufall, wenn blos für ^ =0 F{fp) — ^1(9?) null würde; um sich auch 
dagegen sicher zu stellen, kann man den Multiplicator aus dem Meri- 
dian herausdrehen um einen Winkel tf/; dann muss in der Gleichung 
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X^W — ^^M) = ti sin 9 
für jeden Werth von if; <p = sein. 

Zur Bestimmung der Multiplicatorfunction benutzen wir die Com- 
bination II , geben aber den Verbindungsdrahten eine etwas andere Ein- 
richtung. Der Draht 
A sei wie oben ver- 
zweigt, die beiden 
Zweige mit a und c 
verbunden-, dagegen 
werde h mit d durch 
einen langem Draht 
verbunden y der von d^ 
bis d^ gespannt sei; 
auf diesem geraden 
Drahtstück soll das 
Ende von B verschieb- 
bar und seine jedes- 
malige Stellung d an 
einer Scale ablesbar 
sein. Bezeichnen wie- 
der/ und/] die Strom- 
starken in den beiden Zweigen aadd^d und ßcbd^ö^ / die Stromstarke 
im Stammstrom, so lautet die Gleichung II: 

U —J\)^{^) = ^ sin 9>. 
Sind aber w und w^ die Widerstände der beiden Zweige, so haben wir 

J+Ji = ^, 
jw^j\Wi = 0; 



Fig. 86. 


folglich j = 

also gilt die Gleichung 


Wi 


W + ICl 


-f, 


j\ = 


w 


u)^\■1c^ 


J; 


lOi — W 


Wir verschieben nun zuerst das finde ö des Drahtes B auf dem Draht- 
stück d^ d^ so lange, bis q> verschwindet, also w = w^ ist; durch pas- 
sende Lange der Drahte ßc und d^d^ kann mau immer erreichen, dass 
diese Stellung von 6 ungefähr in der Mitte von d^ d^ liegt. Wird dann 
weiter 6 um eine bestimmte Länge nach rechts verschoben, und ist 
der Widerstand dieser Länge t/, eine leicht messbare Grösse, so wird 
w^ um u vergrössert, w dagegen um u verringert. Die Nadel er- 
leidet eine Ablenkung q> aus der Gleichgewichtslage, für welche die 
Geichung gilt 
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folglich ist F{q>) = -j ^^^* sin q> , 

Die Grosse w -^ w^ hat einen bestimmten constanten Werth and 
muss gemessen werden ; ebenso der Widerstand einer gegebenen I^ge 
des Messdrahtes d^ d^ . Ferner muss die Stromstarke / im Stammstrom 
constant erhalten werden, und es darf während der Beobachtungen die 
erdmagnetische Kraft sich nicht ändern. Mindestens das Erstere, dass / 
sich nicht geändert habe, muss durch gleichzeitige Beobachtung der Strom- 
stärke J mittelst einer Tangenten boussole controlirt werden ; wenn sich 
aber die Säule ändert (und meistens wird das nicht zu vermeiden sein), 
so muss durch Aenderung des Widerstandes im Stammstrom die Strom- 
stärke J desselben constant erhalten werden, und im Allgemeinen wird 

man den Widerstand so zu reguliren haben, dass das Yerhaltniss -j 

seinen Werth behält. Das ist erreicht, wenn die Ablenkung in der 
Tang^ntenboussole unverändert erhalten wird. 

Nun wird die Multiplicatorfunction durch Aenderung von u^ welche 
immer einer bestimmten Verschiebung von 6 entspricht, nach und nach 
ermittelt; die Beobachtung erfordert vielleicht eine halbe Stunde Zeit, 
wenn alle Vorbereitungen getroflFen sind. Innerhalb der ersten Grade 
ist F{g)) nahe constant, vorausgesetzt dass die Windungen ganz regel- 
mässig sind; die Nadel muss also an einem Rahmen angebracht sein, 
der die Windungen umgiebt; sonst treten gerade an der wichtigsten 
Stelle unregelmässige Aenderungen von F{(p) ein. 

Wir wollen noch zeigen , wie sehr schwache Ströme mittelst eines 
solchen DiflFerentialmultiplicators können gemessen werden. Wir wen- 
den dann die Combination 1 au; bisweilen ist die Combination III vor- 
theilhafter; es hängt dies von dem Widerstand in den Elementen ab. 

Wir stallen ö so ein , dass w = w^\ dann wird 

•_ — Z 

und da die Wirkungen sich addiren, lautet die Gleichung für die Ab- 
lenkung iff 

Y { ^(^0 + ^1 (t) } = ^^(t) = ff sin t. 

Verbinden wir dieses Resultat mit dem bei der Bestimmung der Mul- 
tiplicatorfunction gefundenen, wonach 

7, F{g>) = // «^f/J sin ,, , 

SO folgt: /= f.(^-)--,-,,- i^q::^^ A- 

Die Stromstärke /« wird mittelst der Taugentenboussole direct gemessen 
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oder auch, auf dem früher augegebenen Wege^ absolut bestimmt. 
Dann giebt die Gleichung den Werth von J in absolutem Maass. 

Wir können u so wählen , dass 9> = tf; wird ; die Messung von / 
setzt dann bloss die Bestimmung von J^ und u voraus, so dass wir 
die Ermittelung der Multiplicatorfunction nicht vorzunehmen brauchen. 
Dies ist insofern von Wichtigkeit , als im Lauf der Zeit Aenderungen 
des Multiplicators wohl eintreten können ; man muss daher jedes Mal, 
wenn man die Werthe von F(fp) zu Messungen benutzt, eine Ermit- 
telung der Multiplicatorfunction vornehmen. 

§. 23. 
Heber die beste Anordnung der Elemente 2u einer Kette. 

Eine dritte Anwendung von den Gesetzen der Stromtheilung machen 
wir zur Beantwortung der Frage, wie wir in einer Säule die einzelnen 
Elemente anzuordnen haben , damit die Stromstärke in einer Tangenten- 
boussole oder in einem Galvanometer, überhaupt in dem Schliessungs- 
draht, den wir unverzweigt annehmen, die möglich grösste sei. 

Man unterscheidet bei der Bildung einer Säule aus einer Anzahl 
von Elementen zwei Combinationen : man verbindet die Elemente ent- 
weder hinter einander zu einer Voltascheu Kette oder neben einander 
zu einer einfachen Kette. Seien z. B. drei Thermoelemente gegeben, 
welche aus einem Wismuth- und einem Kupferstück bestehen, so kön- 
nen wir entweder nach 
Yotta immer ein Ku- 
pfer- mit einem Wis- 
muthende verbinden 
und das letzteWismuth- 
nnd Kupferende mit 
den beiden Enden des 
SchliessungsdrahteS; 
oder wir können zuerst 
alle Kupferenden unter 
sich, ebenso alle Wis- 
muthenden unter sich 
verbinden und dann 
die Schliessung her- Fig. 27. 

stellen. Welche Combination liefert den stärkeren Strom im Schlies- 
sungsdraht? 

Wir nennen den Widerstand eines Elementes Wy den Widerstand 
der Verbindungsdrähte r , den Widerstand des Schliessungsdrahtes Ä, 
die elektromotorische Kraft eines Elementes A^ die Anzahl der Ele- 
mente n. 

Werden die Elemente hinter einander eingeschaltet, so haben wir 


WV 
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einen einfachen Umgang und finden für die Stromstarke /| 

J^lnw-j- (n— l)v + B] = nA 

oder /, = ö . 

' ' n 
Im zweiten Falle dagegen giebt es n einfache Umgange , die gleich 
anzunehmen sind, und wir erhalten , wenn /^ ^^^ Stromstarke im 
Schliessungsdraht, j die Stromstarke in den einzelnen Elementen, v' 
den Widerstand in den beiden Verbindungsdrähten bezeichnet^ 

/j = w>, 
J.,B+Jiw + v') = A, 

folcclich Jo= i ' • 

n 

In der Regel werden v und v' gegen w klein sein, und wir wer- 
den daher setzen können 


/,= 


n 


/ ^4_. 

2 — 11, ' 

B + — 

wo w den Widerstand des einzelnen Elementes, etwa mit den dazu 
gehörigen V erbinduugsdrahten , und B den Widerstand des langen 
Schliessungsdrahtes bezeichnet. Der Unterschied zwischen den beiden 
Wertheu ist sehr in die Augen springend; in dem erstem Falle wird 
durch Vermehrung der Elemente gewissermaassen der Widerstand der 
Schliessung, in dem letztern Falle dagegen der Widerstand des Ele- 
mentes verringert. Wir haben also die Elemente hinter einander ein- 
zuschalten, wenn B > w, neben einander, wenn wy> B] dieser letztere 
Fall wird bei Hydroelementen meistens vorliegen, der erstere bei Ther- 
moelementen, wo der Widerstand in dem einzelnen Element sehr klein 
ist; der Widerstand B der Schliessung wird sehr gross, wenn ein 
Wasserzersetzungsapparat eingeschaltet ist. Wie gross aber auch die 
Zahl der Elemente sein mag, immer bleibt 

•^1 < F ^'^ ^2<^y 

so dass der Verstärkung des Stromes durch Vermehrung der Elemente 
(une Grenze gesetzt ist, mag man nun die eine oder die andere An- 
ordnung der Elemente wählen. 

Unter Umständen kann es vortheilhaft sein, die beiden Anord- 
nungen der Elemente zu combinireu ; man verbindet eine Anzahl Ele- 
mente neben einander zu einer Gruppe und schaltet dann die Gruppen 
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hinter einander ein. Es fragt sich, wie viel solcher Gruppen man zu 
bilden hat bei gegebener Zahl der Elemente. 

Es sei n diese Zahl, p die Anzahl der Gruppen, a die Anzahl 
Elemente in einer Gruppe, so dass 

n =pa. 

Ferner bedeute J die Stromstärke im Schliessungsdraht, J die Strom- 
stark« in deib einzelnen Element, R den Widerstand der Schliessung^ 
w den Widerstand eines Elementes sammt dem der beiden Verbindungs- 
drähte in den Gruppen, welche alle gleich sein sollen^ endlich v den 
Widerstand der Drähte, welche die Gruppen mit einander verbinden. 
Wir haben in jeder Gruppe a gleiche Wege neben einander; folglich ist 

J = aj , 

Weiter folgt für einen der ganz gleichen einfachen Umgänge: 

JB + pjw + (p — l)/t' = pA . 

Demnach ergiebt sich 

j= ._ M 

jU + ^w + {p — l)v 

Das Glied {p — l)v im Nenner kann wohl immer vernachlässigt wer- 
den, so dass 

/ £4._ 

B + ^io 

a 

oder, da a «= -^ , J = - ——,— 

P B + P w 

' n 

Es ist derjenige Theiler p der ganzen Zahl n zu finden , für welchen 
J ein Maximum wird. Zu dem Ende betrachten wir p als eine stätig 
sich ändernde Grösse; dann folgt als Bedingung für das Maximum 

' '^ n ^ n 

oder »2 = '*:" . 

Man muss also für p denjenigen Theiler der Zahl n nehmen, welcher 

^ - am nächsten kommt, und die Stromstärke / er- 

reicht dann annähernd den Werth 


'"-y/e-^^- 


Auch hier bedarf es demnach , um die beste Anordnung der Elemente 
zu einer Säule zu finden , einer wenigstens angenäherten Kenntniss der 
Werthe von w und Ä. Die Stromstärke wächst dann proportional der 
Quadratwurzel aus der Anzahl der Elemente. 


N#anianii. VorleRanffen Aber el**ktr. HtrAme. 


IL Kapitel. 
Ueber die Bestimmung der Constaijten. 

§. 24. 

Uebersicht der Thatsaohen. Untersohied zwischen Thermo- und 
Hydroströmen. Elektromotorische Kraft. Widerstand der Flüssig- 
keit. Uebergangswiderstand und Polarisation. 

Wir untersuchen jetzt die Coustanten eines elektrischen Stromes 
und geben die wichtigsten Methoden zur Bestimmung derselben an; 
diese Bestimmung ist bei den Thermoströmen verhältnissmässig 
leicht, bei den Hydroströmen dagegen schwieriger , aber auch um 
so interessanter. 

Der Unterschied zwischen den beiden Arten von elektrischen Strö- 
men erstreckt sich auf alle Momente. In den Hydroströmen ist die 
elektromotorische Kraft eine ganz andere, als in den Thermoströmen, 
namentlich eine viel zusammengesetztere ; ferner spielt der Widerstand 
der Flüssigkeit; also eines Leiters zweiter Klasse, eine wesentliche 
Rolle; damit sind fortwährende Veränderungen der Flüssigkeit, mit 
diesen wieder Aenderungen an den Metallen untrennbar verbunden. 
Während in thermoelektrischen Strömen die Aenderungen meist kaum 
wahrnehmbar, immer ganz unwesentlich sind, können sie in Hydro- 
strömen die Bewegung völlig aufheben; man begreift diese Erschei- 
nungen unter dem Namen Polarisation. Endlich tritt in den Hydro- 
strömen eine neue Art von Widerstand auf^ beim Uebergang des 
Stromes von einem metallischen zu einem flüssigen Leiter, der soge- 
nannte Uebergangswiderstand. 

Wir gehen auf die eben genannten Punkte noch etwas näher ein. 

Die elektromotorische Kraft ist in den Hydroketten niemals 
eine einfache, sondern immer zusanunengesetzt, da einmal zwischen 
den Metallen, dann aber auch zwischen Metall und Flüssigkeit eine 
elektromotorische Wirkung stattfindet; wir haben z. B. bei einem Zink- 
kupferelement nach unserer Bezeichnung den Spannungsunterschied 

z-ir+(/',z) + (Är,F). 

Mit Sicherheit ist kein Fall constatirt, wo zwischen Metall und Flüssig- 
keit gar keine elektromotorische Kraft auftritt, und wir besitzen auch 
keine Mittel , die einzelnen Wirkungen von einander zu sondern. Ge- 
wöhnlich tritt zu den angegebenen noch eine vierte elektromotorische 
Kraft hinzu, die der Polarisation; sie vermindert inmier den absoluten 
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Werth der Summe von den übrigen elektromotorischen Kräften; wir 
werden sie daher, wenn die eben genannte Summe positiv gerechnet 
wird , mit — p bezeichnen. Es ist schwierig, diese Polarisation von 
den andern Wirkungen zu sondern; doch werden wir eine praktisch 
brauchbare Methode angeben. 

Allerdings giebt es Mittel, die Polarisation sehr klein zu machen; 
vergleichen wir dann die elektromotorische Kraft eines Hydroelementes 
mit der eines Thermoelementes, wo der Temperaturunterschied an den 
beiden Lothstellen etwa IW® beträgt, so wird die erstere Kraft wohl 
250 Mal so gross sein, als die letztere, uud doch haben wir ein sehr 
kräftiges Thermoelement angenommen (Wismuth- Kupfer, KX)^, gegen 
* ein Daniellsches Hydroelement). 

Was den Widerstand betriflFfc, unterscheidet sich eine Hydro- 
kette von den Thermoketten hauptsächlich darin , dass der Widerstand 
der Flüssigkeit gegen den des Metalles ausserordentlich gross ist. Der 
Widerstand einer gesättigten Kupfervitriollosung ist 6 800 000 mal so 
gross ^ als der des Kupfers, und doch .haben wir einen guten Leiter 
zweiter Classe. Eine der bestleitenden Flüssigkeiten ist verdünnte 

Schwefelsäure; ihr Widerstand beträgt etwa - von dem der Kupfer- 
vitriollösung; dagegen leitet diese noch besser, als ZiukvitrioUösung. 
Reihen hieher gehöriger Bestimmungen sind von Horsford*) und 
Hankel**) angestellt; der letztere hat ein sehr überraschendes Resultat 
gefunden; während nämlich mit steigender Temperatur der Widerstand 
der Metalle zunimmt, vermindert sich dagegen der Widerstand der 
Flüssigkeiten. 

Messen wir ferner für eine bestimmte Flüssigkeit den Widerstand 
bei verschiedenen Längen und verschiedenen Querschnitten der Flüssig- 
keitssäule, so ergeben sich Werthe von ganz anderer Form, wie bei 
einem metallischen Leiter. Sei / die Länge, q der Querschnitt der 
Flüssigkeitssäule, k das Leitungsvermögen der Flüssigkeit; dann wird 
der Widerstand 

^ = Ä + ^' 

wo ü bloss von der Stromstärke abhängt, dagegen von den Dimen- 
sionen der Flüssigkeit ganz unabhängig ist. Man bezeichnet dieses 
Glied mit dem Namen Uebergangs widerstad, indem angenommen 
wird,, es rühre dieses Gli^d von einem besondern Hinderniss her, wel- 
ches der Strom beim Eintritt in die Flüssigkeit und beim Austritt aus 
derselben zu überwinden habe. Im Allgemeinen wird ü um so kleiner, 
je grösser die Stromstärke ist. 


*) Horsford. Pogg. Ann. 70. 
*♦) Hankel. Poj?g. Ann. 69. 
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Da das Leituugsvermö^eu der Flüssigkeiten so gering ist, trifft 
mau immer eine solche Einrichtung , dass der Querschnitt der leitenden 
Flüssigkeitssäule möglichst gross wird; man giebt also den in die 
Flüssigkeit eingetauchten Metalltheilen die Form von Platten. 

Ferner ändert sich der Widerstand einer Flüssigkeit fortwährend; 
dies rührt daher, dass. sobald ein Strom durch die Flüssigkeit geht| 
immer ciiemische Zersetzungen eintreten; ein Metall bleibt da- 
gegen beim Durchgang eines elektrischen Stromes ung^ndert. Um 
dieses entgegengesetzte Verhalten zu erklären, nimmt man au, in 
einem Lieiter erster Classe jstronie die Elektricitat von einem MolecQl 
zum andern, während in einem Leiter zweiter Classe die Bestandtheile 
der Molecüle an der Bewegung der Elektricitat theilnehmen sollen. 
Die anschaulichste Vorstellung ist die von Grotthuss entwickelte. 

Es sei eine Wassersäule in den Strom eingeschaltet. In jedem 
Wassermolecül befindet sich ein Theil Sauerstoff, ein Theil Wasser- 
stoff; in der Verbindung habe der Wasserstoff einen Ueberschoss von 
positiver^ der Sauerstoff von negativer Elektricitat. Durch Näherung 
eines Metalles wird der positiv geladene Wasserstoff nach der einen, 
der negativ geladene Sauerstoff nach der entgegengesetzten Seite ge^ 
trieben. Dies wird in der Zeichnung augedeutet; es befinde sich links 
ein positiv, rechts ein negativ geladenes Metall, etwa links Zink and 
rechts Kupfer. Durch diese Orientirung der Molecüle wird der Strom 
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eingeleitet. Nun trennen sich die Bestandtheile; links verbindet sich 
positive Elektricitat aus dem Zink mit der negativen des Sauerstoffs, 
und es wird un elektrischer Sauerstoff frei, während der positiv gela- 
dene Wasserstoff' sich mit dem negativ geladenen Sauerstoff des rechts 
zunächst liegenden Wassermolecüls verbindet, u. s. f. Der Vorgang 
pflanzt sich durch die ganze Reihe von Molecüle fort bis zum nega- 
tiven Pol; dort wird ein Theilchen Wasserstoff frei; seine positive La- 
dung wird durch aus dem Kupfer strömende negative ElektricitÄt neu- 
tralisirt; es findet also am Kupfer eine Abschejduug von unelektrigchem 
Wasserstoff statt 

Mag nun diese Vorstellung begründet sein oder nicht, jedenfalls 
stellt sie den Hergang einfach dar. Es wird Flüssigkeit zerlegt; der 
eine Bestandtheil, der sogenannte elektronegative, wird au der posi- 
tiven Elektrode oder Anode, wo der Strom in die Flüssigkeit eintritt» 
ausgeschieden, der^ andere elektropositive an der negativen Elektrode oder 
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Kailiude. Wie Wasser iu Sauerstoff und Wassewtoff, so zerfällt Jude aniiere 
chemisch zusammengesetzt« Flüssigkeit in ihre beiden Best» ndth eile. 

Ein ähnlicher Hergang muss auch in iJem Hydroelemeat platz- 
gretfen, wo der Strom entsteht. Eine Zink- und eine Kupferplatt« 
seien metallisch verbunden und in reinea Wasser eingetaucht. Auch 
hier wird Wasser zersetzt; aber während der Wasserstoff sich am 
Kupfer entwickelt, wird der am Zink ausgeschiedene Sauerstoff nicht 
frei; sondern er verbindet sich mit dem Zink zu Zinkoxyd. Ätlmählich 
wird das Zink von einer Zinkosyd^chicht bedeckt, und da Zinkoxjd 
sehr schlecht leitet, wird der Strom immer mehr geschwächt, bis er 
endlich ganz aufhßrt. 

Das wird verhütet, indem mau dem Wasser Schwefelsäure zu- 
fügt; die yerdünute ^hwefelsäure leitet einmal besser, als reines 
Wasser, und dann löst sie das Zinkosyd iiuf, sowie dasselbe sich 
bildet. Aber nun bildet sich nach und nach eine Zinkvitriollösung, 
die schlechter leitet, als verdünnte Schwefelsäure, und der Strom nimmt 
uh. Schliesslich ist alle Schwefelsäure aufgezehrt, und die Metalle 
tauchen in verdünnte Ziukvitriollösuug, die etwa 2<> Mal so schlecht 
leitet, wie verdünnte Schwefelsäure. Aber noch ein anderer Hergang 
greift platz; uicht nur Wasser wird zersetzt, sondern auch Ziukvitriol- 
lösuug. Und zwar wird diese foigeudermasseu zerlegt: Am Ziuk wird 
Sauerstofi' und Schwefelsäure ausgeschieden, die mit dem Zink der 
Blektrode wieder Zinkvitriol geben, am Kupfer dagegen metatiisches 

I Zink, weiches sich regulinisch an dem Kupfer absetzt. Dadurch entr 
steht eine neue elektromotorische Wirkung. 

Die Kupferplatte ist zum Theil mit Zink belegt; diese Theile 
werden zunächst gegen die Zinkelektrode unwirksam, und wenn die 

I Kupferplatte ganz mit Ziuk belegt ist, so findet eine elektromotorische 
Wirkung nicht mehr statt. Bevor aber dieser Endzustand erreicht ist, 
müssen Ströme entstehen, die von der Zinkbelegung durch die Flüssig- 
keit nach blanken Theilen der Kupferplatte und von da durch das 
Kupfer zu der Zinkbelcgung zurückgehen. Diese secundäreu Strome 
haben im Kupfer dem Hiiupt.Mtrom entgegengesetzte Ricbtuug; der 
letztere wird aUo geschwächt Es sind das eben diejenigen Vorgänge, 
welche mit dem Namen Polarisation bezeichnet werden. 

Ganz dieselbe Rolle, wie in dem besprochenen Falle das Zink, 
spielen in andern Fällen all die Stoffe, welche an 3er Kupferplatte 
ausgeschieden werden; so lagert sich der Wasserstoff des Wassers an 
der Kupferplatte ab und übt eine ähnliche Wirkung aus, wie das Zink 
der ZinkvitriollÖsnug. An der positiven Zinkplatte sind die Verhält- 
nisse eiuer Polarisation weniger günstig; der Sauerstoff wird zur Oiy- 

[ drti on verbraucht und dadurch weggeschafft. 

^^^^Zn diesen Polarisationrierscheiunngen steht der eben genannte 
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Uebergangswiderstand in der eugsteu Beziehung; das wird durch 
die folgende Betrachtung deutlich. 

Wir nehmen zuerst eine einfache Kette an, in welcher weder eine 
Polarisation, noch ein Uebergangswiderstand auftreten soll. Bezeichnet 
dann A die elektromotorische Kraft und W den Widerstand des ein- 
fachen Umgangs, so wird die Stromstarke 

Findet aber eine Polarisation statt, so kommt zu der positiv angenom- 
menen elektromotorischen Kraft A ein zweites negatives Glied — p 
hinzu, und wenn auch ein Uebergangswiderstand auftritt; so wird W 
um ein zweites positives Glied U vermehrt; es folgt also 

•^"^ W+U' 

Wir werden nun sehen, dass bei allen Messmethoden der Werth 
des Zählers gesondert bestimmt wird, und ebenso der des Nenners. 
Hienach würde einmal die elektromotorische Kraft mit Abzug der 
Polarisation, dann der Widerstand im engern Sinne zusammen mit 
dem Uebergangswiderstand bestimmt. Allein dieser Schluss ist an die 
Voraussetzung geknüpft, dass die Werthe der Polarisation p und des 
Uebergangswiderstandes U von der Stromstärke unabhängig seien. 

Diese Annahme steht aber mit der Erfahrung in Widerspruch. 
Die Polarisation nimmt mit wachsender Stromstärke jedenfalls zu, und 
man wird in manchen Fällen setzen können: 

/> = /^o + PxJy 
wo /?„ und /?j positive Constanten sind; wir haben dann 

und wenn wir diese Gleichung auf die Ohmsche Form bringen, so er- 
giebt sich 

Uienach wird nicht bloss der Werth des Zählers, sondern auch der 
des Nenners durch die Polarisation bedingt. 

Aber es wäre ferner die Annahme, dass U von der Stromstarke 
unabhängig sei, eine wenig gerechtfertigte; aus gewissen Beobachtun- 
gen muss man vielmehr schliessen, dass U mit wachsender Stromstarke 
abnehme, und zwar wird man die Abhängigkeit etwa durch die Glei- 
chung darstellen können 

wo Uq und U^ von der Stromstärke unabhängig sind. Setzen wir auch 
noch diesen Werth in die ursprüngliche Gleichung ein, so erhalten 
wir schliesslich die Formel 


%. 35. Cousttuite Ketti'ii. Niu/LwulB Uee i'oliinHAtiousetroiuuti. 

,_ Ä~p, - n, 

- W+U,+p,' 

AIbo kommen die beiden Ersclieinungeu iler Polumation Uüd des 
UebergajigawiderstuiideE im Zähler und im Neiiuer gemischt vor. Da 
aber die Messuugeti nur den Werth den ganzen Zählers und den des 
ganzen Nenners geben, wird eine strenge Sondenmg der tieideu Er- 
scheinungen nicht möglich. 

Gestützt auf die Form der Endgleichung haben manche Physiker 
die Ansicht Tertreten, dai^s ein Ue bergan gswid erstand gar nicht vor- 
handen sei, und das» die Aendeiungen in Zähler und Nenner der Ohm- 
scheu Uteichung durch die Polarisation allein zu erklären seien; ia 
neuerer Zeit ist aber diese Ansicht mei^t wieder aufgegeben norden. 
Sie hat, vom rein mathematischen Standpunkt betiachtet, eine gewisse 
Berechtiguug, weil die eine Ursachti zur Erklärung der Thatsacheu 
ausreicht; allein in physikalischer Hinsicht findet zwischen den beiden 
Ursachen ein gewaltiger Unterschied statt, indem die Polarisation eine 
activ wirkende Kraft ist, der Ue bergan gswidemtaud nur ein {lassivea 
Hinderniss bildet. Wir werden später einen Weg angeben, der die 
beiden Grössen p und U, jede fär sich, zu bestimmen gestattet, und 
der wesentlich auf der activen Natur der Polarisation p beruht. 

»§.25. 
Constante Ketten. Nachweis des Polarisationsstromes. 

Werden nicht besondere Vorkehrungen getroffen, so tritt in eiuer 
Hjdrokett<; rasch eine grosse Schwächung des Stromes ein, namentlich 
durch Polarisation an der negativen Elektrode. Doch hat man jetzt 
Mittel gefunden, auch diese möglichst zu verhindern, und gewinnt so 
Ketten , welche lange Zeit constante Ströme liefern. Es sind 'das die 
sogenannten constanten Ketten. Man benutzt hauptsächlich drei 
Elemente; immer kommen zwei Flüssigkeiten zur Anwendung. 

Das Daniellsche Element ist aus Zink, verdünnter Schwefel- 
säure, KupfervitriollÖsuug und Kupfer zusammengesetzt. In eiuem 
porösen Tbonbecher, der mit verdünnter Schwefelsäure gefüllt ist, steht 
ein amalgamirter Zinkcylinder; dtr Thonbecher wird in ein Glasget'äss 
eingetaucht, welches Kupfervitriol lösung enthält, und mit einem cylin- 
drtschen Mantel von Kupferblech umgeben; durch metallische Verbin- 
dung des Zinkes mit dem Kupfer wird der Strom geschlossen; er geht 
vom Zink durch die FIfissigkeiten zum Kupfer und von da durch die 
Schliessung zum Zink zurück. Am Kupfer wird Kupferoxyd und Wasser- 
stuff ausgeschieden; der letztere reducirt das erstere, und es wird re- 
^alinisches Kupfer niedergeschlagen und Wasser gebildet. 

In dem tiroveschen Element ist das negative Metall Platin, 
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welches in coucentrirte Salpetersäure eitaucht; das positive Zink bleibt 
von verdünnter Schwefelsäure umgeben. Das Element ist viel starker, 
als das Danielische; das Zink wird wieder allmählich in der Schwefel- 
säure gelöst; an der negativen Elektrode aber wird die Salpetersaure 
reducirt, und es entweichen uutersalpetersaure Dämpfe^ was sehr 
störend ist. 

Das theure Platin wird in dem Bunsenschen Element dorch 
Kohle ersetzt; am Besten wird ein Gemenge von Backkohle und Coaks 
durch Glühen festgemacht; die Eohle kann dann auf der Drehbank 
bearbeitet werden. 

Man kann das Auftreten von Polarisationsströmen direct nach- 
weisen. Es sei in die Kette eine Wasserzersetzungszelle eingeschaltet, 
ein Gefass mit angesäuertem Wasser^ in welches zwei Platten a und b 
von ganz homogenem reinem Platin eintauchen ; ferner ist eine Neben- 
schliessung mit dem Multiplicator M angebracht ^ welche in /3, wie der 
Hauptstrom in cty kann unterbrochen werden. Ist die Leitung bei a 
unterbrochen, bei ß geschlos- 
sen, so darf in dem Multipli- 
cator kein Strom fliessen. Nun 
wird die Leitung bei ß geöff- 
net , bei €c geschlossen; wir 
lassen den Strom eine Zeit- 
lang durch die Zersetzungs- 
zelle gehen ; dann wird gleich- 
zeitig die Leitung bei a un- 
terbrochen und bei ß ge- 
schlossen. Man beobachtet 
einen starken Aussehlag der 
Nadel ; es fliesst ein Strom durch den Multiplicator, und zwar hat der- 
selbe immer eine solche Richtung^ dass der Polarisationsstrom in der 
Flüssigkeit dem Hauptstrom entgegen fliesst. Die Stärke dieses Polari- 
sationsstromes nimmt aber sehr rasch ab, so dass keine der oben ge- 
nannten Messmethoden anwendbar ist; die Bestimmung muss daher 
auf einem andern Wege vorgenommen werden, und wir kommen dar- 
auf zurück. 

In sehr vielen Fällen, wo deutliche Polarisation stattfindet, kann 
die Ursache der Gegenströmung nicht näher angegeben werden; es 
finden keine direct nachweisbaren Aenderungen an den Metallober- 
flächen statt. 

Auch in Thermoelementen ist eine Art Polarisation von Peltier 
entdeckt worden. Er schaltete in einen starken Strom drei Metall- 
platten ein; die äussern bestanden aus Wismuth, die mittlere aus 
Antimon; die Schliessung wurde mittelst Kupferdraht hergestellt, eben- 
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§. 26. Der Rheostat. 
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80, wie obeu, eine Nebenscbliessung mit Multiplicator angebracht. 
Nachdem der Hauptstrom eine Zeitlang durch die Platten geflossen 
war, wurde die Leitung bei a unter- 
brochen, bei ß geschlossen; dann 
zeigte der Multiplicator einen rasch 
abnehmenden Strom au, dessen Rich- 
tung in den Platten dem Hauptstrom 
entgegengesetzt war; es hat also eine 
thermoelektrische Polarisation statt- 
gefunden. 

Der Grund liegt, wie Peltier 
nachgewiesen hat, darin, dass durch 
den Hauptstrom eine Temperatur- 
erhöhung in der Grenzfläche a und 
eine Temperatureruiedrigung in der 
Grenzfläche b stattgefunden hat; da die Thermoströmung vom Wis- 
muth durch die warme Löthstelle zum Antimon geht, sind die Tem- 
peraturänderungen derart, dass der Polarisationsstrom dem Hauptstrom 
entgegen fliesst. Dasselbe gilt in allen ähnlichen Fällen; es bildet sich 
immer eine Gegenströmung. Wie ferner Antimon und Wismuth bei 
Erwärmung der Löthstelle den stärksten Therraostrom erzeugen, so 
tritt auch die stärkste thermoelektrische ^ Polarisation an der Grenze 
dieser beiden Metalle auf. Wir haben genau das entgegengesetzte Ver- 
halten in den beiden Fällen; aber die Ursache dieser sehr merkwür- 
digen Erscheinung liegt noch ziemlich im Dunkeln. 
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§. 26. 
Der Bheostat. 

Indem wir uns nun zu den Methoden wenden, die zur Messung 
der üonstanten von elektrischen Strömen dienen, brauchen wir unum- 
gänglich ein Instrument, welches den Widerstand continuirlich zu ver- 
mehren oder zu vermindern gestattet. 

Handelt es sich bloss darum, den Widerstand um kleine Grössen 
zu ändern, so genügt eine Einrichtung, wie wir sie oben schon beim 
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Differentialgalvanometer angewendet haben. Man spannt einen Mess- 
draht ab von bekanntem Widerstand neben einem Maassstab auf, ver- 
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bindet ein Ende des Schliessuiigsdrahtes mit b und verscliiebt das 
andere a auf dem Drahte ab. 

Allein sehr oft luuss der Widerstand bedeutend vermehri oder ver- 
mindert werden, und hierzu dient der von Wheatstone vorgeschla- 
gene Rheostat. Mau fertigt sich einen isolirenden Gy linder an, am 
Besten von Metall , welches man mit Gips und schliesslich mit Seiden- 
zeug überzieht; Uolzcylinder ändern sich zu leicht. Auf dem Cylinder 
wird ein Messdraht spiralförmig aufgewunden; das eine Ende desselben 
ist mit der Axe leitend verbunden, das andere Ende isolirt. Femer 
ist eine Vorrichtung getroffen, dass ein beliebig langes Stück von dem 
Messdraht in die Schliessung kann eingeschaltet und die Länge dieses 
Stückes abgelesen werden. Zu dem Ende ist der Cylinder um eine 
horizontale Axe drehbar, und ein Metallhammer wird durch eine Feder 
seitlich gegen eine Stelle des Drahtes gedrückt; indem mau den einen 
Pol der Säule mit der Axe, den andern mit dem Hammer leitend ver- 
bindet, wird ein bestimmtes Stück des Drahtes in die Schliessung ein- 
geschaltet. Wird der Cylinder gedreht und der Hammer verschoben, 
so ändert sich die Länge des eingeschalteten Drahtes, und mau kann 
aus der Drehung und Verschiebung, welche direct beobachtet werden, 
die Aenderung der eingeschalteten Drahtlänge unmittelbar bestimmen. 

§. 27. 
Vier Methoden zur Bestimmung der elektromotorischen Kraft. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung der verschiedenen Mess- 
methoden, vorerst derjenigen, welche die elektromotorische Kraft 
liestimmen. Wir geben hier deren fünf an; eine sechste wollen wir 
erst erörtern, wenn es sich um eine Bestimmung der Polarisation handelt 

l) Die älteste Methode ist die von Ohm. Es muss die Strom- 
stärke gemessen werden, etwa mittelst einer Tangenten boussole, oder 
wenn die Ströme zu schwach sind, mittelst eines Galvanometers. 

Bezeichnet J die Stromstärke, A die zu bestimmende elektromoto- 
rische Kraft, W den wesentlichen Widerstand des Elementes und jR 
den Widerstand «der Schliessung, so ist 

^ W+R 
Nun wird ß um q vermehrt; dadurch ändert sich die Stromstärke in 
/,, wo 

7.= ^ 


i ~" W + R + Q 
Aus den beiden Gleichungen folgt: 
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Wir können uns die Stromstärken / und /, immer mittelst einer Tau- 
gentenboussole gemessen denken ; denn wir haben oben die Mittel au- 
gegeben, um eine mittelst des Galvanometers gemessene Stromstärke 
durch eine andere auszudrücken^ welche mittelst der Tangentenboussole 
gemessen ist. Nennen wir also die Stärke eines bestimmten Normal- 
Stromes J^j so können wir / und J, durch J^ ausdrücken, und wir 
haben ^ 

J, J 
Im Nenner steht eine Zahl; folglich wird A gleich dem Produkt eines 
Widerstandes in eine Stromstärke. 

Wegen ihrer grossen Bequemlichkeit und Einfachheit wird diese 
Ohmsche Methode vielfach angewendet; doch hat sie einen grossen 
Nachtheil. In einem Zinkkupferelement z. B. ist die elektromotorische 
Kraft nach den früher gebrauchten Bezeichnungen 

A^Z- K+{K,F) + (,F,Z)-p, . 

und wir haben oben angenommen, es habe A in den beiden Fällen 
denselben Werth, obschon die Stromstärke verschieden ist. Nun ändert 
sich aber die Polarisation p merklich mit der Stromstärke; folglich hat 
A zwei verschiedene Werthe, und die Ohmsche Methode giebt uns 
bloss .einen Mittelwerth zwischen den beiden. Derselbe Vorwurf trifft 
die drei folgenden Methoden; bloss die letzte ist frei davon. 

2) Die Methode von Wheatstone setzt nur ein angebendes, kein 
messendes Galvanometer voraus und bestimmt bloss Verhältnisse von 
elektromotorischen Kräften , drückt also die gesuchte elektromotorische 
Kraft etwa durch die eines Normalelementes aus. 

£8 sei bei Einschaltung des Normalelementes, dessen elektromoto- 
rische Kraft A^^ und der wesentliche Widerstand fV^ sei, die Stromstärke 

•^ "" Wo + JK' 
dagegen gebe das zu bestimmende Element den Strom 

•'l W_L 


\ 


bei Anwendung derselben Schliessung. Nun wird in dem letztern Falle 
der Widerstand der Schliessung so lange geändert, bis die Stromstärke 
gleich J wird; das kann am Galvanometer beobachtet werden; die er- 
forderliche Aenderung von R sei q. Wir haben dann zweitens: 

/- - A 

"" W + B+'q' 

Weiter schalten wir den Widerstand J{ -\- r in die Normalkette ein; 
die Stromstärke wird 

•^ — Wo + B+r' 
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Eudlich inoditicireii in-ir deu Widerstiiiid wieder so, dass auch das za 
bestimmende Element einen Strom von der Starke /' liefert, so dass 

/= .^ . 

W+R+r + g'^ 

WO p' die erforderliche Aendeniug von B -\- r bezeichnet. 
Au8 ilen Gleichungen folgt 


also ist 




J_ '- + '-.' .4,. 


5^; 


Die Grössen r, 4», p' verhalten sich, wie die eingeschalteten Längen 
von dem Messdraht; diese Laugen werden am Rheostateu abgelesen. 

Die beiden folgenden Methoden sind von Fechner angegeben; 
sie setzen Ijeide voraus, dass die Stromstarke gemessen werde. 

o» DiH erste Fechn ersehe Methode vergleicht die elektromoto- 
rischen Krftfte zweier Elemente, indem dieselben hinter einander in die 
Kette eingeschaltet werden , einmal so, dass die elektromotorischen 
Kräfte zusammenwirken, das andre Mal so. dass sie einander entgegen- 
wirken. Die elektromotorischen Kräfte der beiden Element« seien A 
und .<,, ihre wesentlichen Widerstände /r und Jf'^,, der Widerstand 
der Schliessunir B; dann werden die Stromstärken in den beiden fallen: 


Hieraus folgt 


4 j 

./, A - .1,. 


oder . ' — J :/, ^ • 

4^ Die zweite Fechn er sehe Methode setzt einen sehr langen 
Schliessuugsdniht voraus; es soll iler weseutliihe Widerstand des Ele- 
mentes gegen den Widerstand der Schlies^unir verschwindend klein 
sein. Wir haben dann 

wenn B den sehr grossen \\ iiieistaml der Schliessung bezeichnet, ueben 
welchem tlio wesentlichen Wiilerstiinde lf\, und If verschwindend klein 
sein sollen; folglich ist 

4- '^ I 
Alle vier Methoden trifft derselU» Vorwurf, der l>ei der ersten erhoben 
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wurde; sie sind für gewöhnliche, namentlich technische Bestimmungen 
recht brauchbar; streng wissenschaftlichen Forderungen aber genügen 
sie nicht. 

§. 28. 

Foggendorfb Methode zur Bestimmung der elektromotorischen Kraft. 
Bestätigung des Voltaschen Spannungsgesetzes für Metalle. 

5) Eine fünfte Methode hat Poggendorff angegeben; es wird 
die elektromotorische Kraft unter umständen bestimmt, wo eine Polari- 
sation nicht eintreten kann. Die elektromotorische Kraft, welche zu 
bestimmen ist, wird mit der elektromotorischen Kraft eines Normal- 
elementes, etwa eines Daniellschen Zinkkupferelementes, verglichen. 
Die beiden Elemente wer- 
den zunächst so mit ein- 
ander leitend verbunden, 
dass in dem einfachen 
Umgang die elektromoto- 
rischen Kräfte einander 
enigegen wirken ; in der 
Figur sei Zq, Cq das Nor- 
malelement, und Z, C 
das Element, dessen elek- 
tromotorische Kraft zu 
bestimmen ist Femer 
wird eine Nebenschliessung angebracht, in welche ein messendes 6al- 
yauometer G und ein Rheostat B eingeschaltet sind. Endlich befindet 
sich in dem Zweig aZ ein Galvanometer G^] dasselbe soll nur an- 
zeigen, ob in dem Zweig aZCß ein Strom fliesst. 

Man regulirt nun den Widerstand in dem Rheostaten R so, dass 
in dem Zweige aZCß gar kein Strom fliesst; eine Polarisation in dem 
Element (Z, C) ist dadurch vollständig ausgeschlossen. Ferner wird 
die Stromstärke / in der Schliessung ceGBß gemessen. 

Die Stromstärken in den beiden Elementen seien j und j\ , so dass 
j^ =»0 ist, die Widerstände der Elemente mit den Drähten Wq und tv, 
so dass in w auch der Widerstand des Galvanometers G^ mit enthalten 
sei ; endlich bezeichne B den Widerstand der Schliessung mit dem Gal- 
vanometer G und dem Rheostaten B. Wir haben dann 

JB+jwq = -^0, 

JB+j,w = A, 

Daraus folgt 



Fig. 82. 


Ji = 


{B + Wo)(M + w)- B'- 
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Damit 7, = werde, muss A^^ > A sein; das ist immer einzurichten, 
üidem mau statt eines Normalelementes deren eine passende Zahl ein- 
schaltet , ueben oder hiuter einander, je nach dem Werihe von IL 
Durch den Kheostateu wird nun B so r^ulirt, dass j^ gleich null 
wird; folglich ist dann 

(Ä + w,) A - RA^ = O 
oder A = -^-p^^ .-!., . 

Man muss jedoch, wahrend man den Rheostaten einstellt , den Strom 
immer oituen und schliessen, indem sonst eine Polarisation in dem 
Element '7,0 eintritt und nachwirkt. 

Die obige Formel bestimmt A durch A^^^ R und w^\ es mOsste also 
.-l.t bekannt sein und neben R auch w,^ bestimmt werden. Ist aber 
j^ := 17. so folgt aus der zweiten der ursprünglichen Gleichmigen 

A = RJ. 

und die gesuchte elektromotorische Kraft ist demnach bestimmt, wenn 
der Widerstand R der »Schliessung bekannt ist und die Stromstarke J 
gemessen wird. Es braucht dann die elektromotorische Kraft A^ des 
.Stn>melementes nur währeud der kurzen Zeit, welche zu einer ein- 
zelnen Bestimmimg uothig ist, ungeandert zu bleiben, ebenso der schwer 
zu bestimmende weseutliohe Widerstand ir„ des Normalelementes; die 
Werthe von A,, und ir.» kommen weiter nicht in Betracht. 

Nach dieser Methode hat Poggendorff Messungen angestellt *), 
und aus deuseUn^n folgt dsis allgemeine Gesetz: 

Die elektromotorischen Kräfte A folgen demselben 
ivesetz. wie die sogenannten Spaiinungszahlen nach Volta. 

Poggendorff bildet z. B. Elemente aus drei Metallen A^ B^ C\ 
ihre Ixeiheufolge sei die dor Voltaschen S(>annuugsreihe; er findet für 
die elektromotorischen Knifte zwischen A und B. B und 6*, A und C 
Ivi Anwendung derselben Flüssigkeit die Werthe .^, , A^j J,, welche 
der Gleichung genügten: 

.1, -= A, -U A,. 

S> fand Poggendorff ttlr Zink. Zinn und Kupfer in T»düniiter 
Schwefelsaure 

.-Ij - T.TO. A. T.Ti^. -^ = 15.CV2: 
tur Zir.k, Kupier, SilU^r wiinier in vor\luuuier Schwefelsäore 

.1, - K\To, •> t.i^, A = U*.N*». 

hu erstem Fall \\ir\l l, • .1. l.'\ti^ r ^ lÄ^-, iru letztem A^ -|- A^ 
=^ liKSi^ .1, U\^v l^ie WiTtho Simulien so nahe "iberein, als irgend 
i'\ en* arten ist. und \Mr halvu *iio wuion IVispioI«? ivliebig heraiis- 
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gegriffeD ; die Uebereinstimmung ist in den andern Fällen ebenso gross. 
Das Gesetz muss als eines der durch directe Beobachtung am Besten 
bestätigten angesehen werden. 

Allein diese Messungen geben nicht etwa den Spannungsunterschied 
zwischen den Metallen. Die elektromotorische Kraft ist^ wenn eine 
Zink- und eine Eupferplatte in verdünnte Schwefelsäure eintauchen, 
nach der oben gebrauchten Bezeichnung 

und wir dürfen, wenn es sich um genaue Messungen handelt, (/*, Z) 
und {Kj F) nicht gleich null setzen. Denn Poggendorff hat z. B. 
als Werth der elektromotorischen Kraft gefunden, wenn Zink und 
Kupfer eingetaucht werden 

in verdünnte Schwefelsäure, 15,5, 
in gesättigte Kochsalzlösung, 17,1, 
in Jodkaliumlosung, 9,4; 

die Werthe fallen also je nach der Flüssigkeit sehr verschieden aus. 
Der Widerstand der Flüssigkeiten kann nicht in Betracht kommen; 
Polarisation findet nicht statt; folglich müssen die elektromotorischen 
Kräfte zwischen Metall und Flüssigkeit ganz beträchtliche Werthe haben. 
Ein Gesetz für die Werthe dieser letztern Kräfte geben aber die 
Bestimmungen von Poggendorff nicht. Wir nehmen die drei Metalle 
A^ B, C in derselben Flüssigkeit; dann ist 

A, = A^B + {F,Ä) + {B,F), 
A, = B-C+ {F, B) + (6', F) , 

A^ = A-C+{F,A) +^C,F), 

und 

A,+A^=A^C-^{F,A) + (^, F) , 

indem (^, /") + (/", ^) null sein muss, wenn auch das Spannungs- 
gesetz nicht gilt. Das von Poggendorff gefundene Gesetz folgt also 
aus dem Voltaschen Spannungsgesetz für die Metalle und beweist 
mittelbar die Giltigkeit des letztern. 

§. 29. 

Wheatstones Methode zur Bestimmung des Widerstandes 

der Schliessung. 

Wir lassen nun die Methoden zur Bestimmung des Widerstandes 
folgen. Im Allgemeinen sind drei Aufgaben zu lösen; erstens ist der 
Widerstand der Schliessung, zweitens der wesentliche Wider- 
stand eines oder mehrerer ^Elemente, endlich drittens der Widerstand 
gegebener Drahtstücke zu bestimmen. 

1) Wheatstone hat zur Bestimmung des Widerstandes in 
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der Schliessung die folgende Methode vorgeschlagen, welche bloss 
einen Rheostateu, dagegen nicht die Messung einer Stromstarke erfordert 
Wir nehmen zunächst an, es seien zwei ganz gleiche Elemente 
vorhanden von der elektromotorischen Kraft A und dem wesentlichen 
Widerstand W\ der gesuchte Widerstand der Schliessung sei Ä. Wir 
haben dann, wenn wir ein Element einschalten, die Stromstarke 

wenn wir dagegen die beiden Elemente hinter einander einschalten, 
die Stromstarke 

Nun wird entweder in dem letztem Fall der Widerstand der Schliessung 
vergrossert oder in dem erstem der Widerstand der Schliessung ver- 
ringert, so dass in beiden Fällen derselbe Strom fliesst. Wir haben, 
wenn in dem erstem Fall R um die am Kheostaten gemessene 
Grosse q vermindert wird, 

folglich ^ = Y Ä , 

also R = 2q^ 

und dasselbe ei^ebt sich, wenn 

A A 


J = 


"'+« W+±B+, 


Die Voraussetzung, dass zwei genau gleiche Elemente vorhanden 
seien, ist höchstens annähemd zu erfüllen, und die Gleichheit kaum 
zu erhalten. Aber die Elemente können ebenso gut verschieden sein; 
wir haben dann, je nachdem wir das eine oder das andere Element 
einschalten, immer mittelst derselben Schliessung, 

Wir ändem nun in dem zweiten Falle den W^iderstand R um r, so 
dass die Ströme gleich stark werden; dann ist 

^ — w + n ir, + i?-fr' 

Endlich schalten wir die beiden Elemente hinter einander ein, und ver- 
mehren den Widerstand um (>, so dass der Strom auch wieder die 
Stärke J besitzt, 

/« ^ + ^t 

H'-i-ir.-h/^ + p 
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Aus den Gleichungen folgt 

fV + fV, + 2R + r = fV + fV, + B + Q, 

also ß ^= Q — r . 

Die Widerstände ^ und r sind sehr einfach am Rheostateii ab- 
zulesen. Die Methode ist vorzüglich, da keine bedenkliche Voraus- 
setzung muss gemacht werden. 

§. 30. 
Wesentlicher Widerstand; zDvei Methoden von Wheatstone 

zur Bestimmung desselben. 

2) Dies gilt nicht mehr von der ähnlichen Methode, die Wheat- 
stone zur Bestimmung des wesentlichen Widerstandes eines 
Elementes angewandt hat. 

Wir nehmen vorläufig wieder zwei gleiche Elemente an. Es wird 
zuerst das eine eingeschaltet, dann die beiden neben einander, so dass 
der wesentliche Widerstand auf die Hälfte reducirt wird ; wir haben so 

j 4_ 

Wir vermehren nun in dem letztern Falle den Widerstand so lauge, 
bis die Stromstärke auf den frühern Werth herunter gegangen ist; 
dann ergiebt sich 

folglich iv = 2q. 

Hier hat nun wohl in der Schliessung der Strom dieselbe Stärke, aber 
nicht in den Elementen ; im erstem Fall fiiesst der Strom J durch das 

Element, in dem letztem der Strom -r-- Es wird aber vorausgesetzt, 

dass A und fV in den beiden Fällen dieselben Werthe haben; dem 
widerspricht die Erfahrung; A und W sind von der Stromstärke ab- 
hängig, und die Messung liefert uns einen Mittelwerth aus den beiden 
yerschiedenen Werthen des wesentlichen Widerstandes. 

Dieser Mittelwerth ist für viele praktische Zwecke genügend, etwa 
wenn es sich um die beste Anordnung der Elemente handelt; es soll 
ja eine Säule in der Regel auch verschiedene Ströme liefern. 

Die andere Voraussetzung, dass die Elementis gleich seien, ist 
wieder unwesentlich. Die beiden Elemente seien verschieden ; wir schal- 
ten erst das eine, dann das andere, endlich beide neben einander ein 
und reguliren den Widerstand so, dass in der Schliessung immer der- 
selbe Strom fliesst. Dann gelten die Gleichungen 

Nenm»nn, VorlesaDgen Ober elektr. StrOme. 6 
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A A W ' W 

und es io1<^ aus denselben 

i + ^ + i + -^^ = (ä + .)(^ + t^)+i 

oder 

Diese eine Gleichung kann die beiden wesentlichen Widerstände W 
und ^, nicht bestimmen. Machen wir aber ein zweites System von 
Beobachtungen, wo der ursprüngliche Widerstand der Schliessung R' 
ist, so erhalten wir eine ähnliche Gleichung mit den beiden Wider- 
ständen r' und q\ Folglich ist zweitens 

Aus den beiden Gleichungen folgt endlich 


W 


9 -r - Q+r 


Das sind aber nicht näher zu definirende Mittel werthe, indem die Grössen 
A und W in den verschiedenen Fällen verschiedene und nicht gleiche 
Werthe haben. 

Eine zweite Methode von Wheatstone zur Bestimmung des 
wesentlichen Widerstandes benutzt nur ein Element und beruht auf 
dem Princip der Stromtheilung ; auch hier handelt es sich allein um 
Ablesung von Widerständen an einem Rheostaten; eine Messung von 
Stromstärken ist nicht nöthig. 

Die beiden Pole des Elementes werden durch einen Draht verbun- 
den und der Rheostat, ferner ein Multiplicator zur Beobachtung der 
Stromstärke eingeschaltet; der Widerstand dieser ganzen Schliessung 
sei R, Dann fliesst in derselben ein Strom 

Nun werden die Pole durch einen zweiten einfachen Draht verbunden ; 
sein Widerstand sei R^\ dann theilt sich der Strom in die beiden 
Zweige, und wir haben in der ersten Schliessung den Strom 

A 

J = - 


(•+!}+ 


Wir öfiPnen wieder die zweite Schliessung und vermehren den Wider- 
stand R der ersten mittelst des Rheostaten so lange, bis bei einfacher 
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Schliessung die Stromstärke auf denselben Werth gesunken ist , so dass 

A 


^ ~ ir+jK'+p • 


Aus den Gleichungen folgt 


w = \,. 


Diese Methode ist sehr bequem , weil man das Verhältniss der 

Widerstände ^ ein für alle Mal bestimmen kann ; man hat also in der 

einzelnen Messung nur ^ abzulesen. Aber es trifft diese Methode der- 
selbe Vorwurf, wie die andern: es fliesst in den beiden Fällen ein 
wesentlich verschieden starker Strom durch das Element. 

§. 31. 

Widerstand gegebener Drahtstücke. 

3) Um den Widerstand einzelner Leiterstücke zu bestim- 
men, giebt es zwei Methoden, beide von ausserordentlicher Schärfe. 
Die eine benutzt ein 



Differentialgalvanometer. 
Die beiden Umgänge wer- 
den, wie die Zeichnung 

andeutet, nebeneinander 

in den Strom eingeschal- 

tat, nach der Combina- 

tion II von Seite 60; die 

Strome fliessen also durch 

die beiden Umwindungen 

in entgegengesetzter Richtung. \\i ah können beliebige Leiterstücke 

eingeschaltet werden; \u cd aber ist ein Rheostat eingeschaltet. 

Die Stromstärke im Stammstrom sei /, in den beiden Zweigen 
j und j^\ dann ist, wenn a und h leitend verbunden sind, und wenn 
w und w^ die Widerstände der beiden Zweige bezeichnen, 


Fig. 83. 


somit wird die Gleichgewichtslage der Nadel im Galvanometer durch 
die Gleichung bestimmt 

U - >, ) Hf) = J 5^;^ Pi'P) = ^ sin <p . 

Mittelst des Rheostaten werde nun der Widerstand w^ so lange ver- 
grossert oder verkleinert, bis die Nadel die Gleichgewichtslage null 
annimmt; das ist nur möglich, wenn w =' w^. Dann wird m ah das 
Leiterstück eingeschaltet, dessen Widerstand x zu bestimmen ist; hie- 
dorch wird u; um o; vermehrt. Soll nun die Magnetnadel wieder in 


6* 
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der Lage 9 = zur Kühe kommen, so muss w^ um einen Widerstand p 
vernielirt werden, der gleich x ist. Folglich wird 

wenn 9 den Widerstand bezeichnet, der mittelst des Rheostaten muss 
eingeschaltet werden, damit keine Ablenkung der Nadel in dem Dif- 
ferentialgalvanometer stattfinde. 

Ist das eingeschaltete Leiterstiick ein sogenannter Widerstands- 
eta Ion, und soll der Rheostat mittelst desselben calibrirt werden, so 
erreichen wir diesen Zweck auf dem oben angegebenen Wege sehr ein- 
fach; wir können sofort die Drahtlängen, deren Widerstände dem des 
Btalons gleich sind, an dem Rheostaten messen. 

Die Methode ist bei Anwendung starker Strome sehr genaa. Mit- 
telst derselben können sehr kleine Aenderungen des Leitungsvermogens 
bestimmt werden, wie sie Erwärmung, Spannung, bleibende Dehnung 
hervorbringen, u. s. f. 

Die andere Methode ist die der Wheatstonesehen Brücke, 
welche ebenso scharf und einfach den Widerstand gegebener Leiter- 
stücke misst. 

Ein Theil A B des Schliessungsdrahtes sei neben einem Maassstab 
gerade ausgespannt; ein zweiter Zweig führe auf dem Wege ACB von 
A nach B. so dass in A und B Verzweigung stattfindet; endlich führe 
ein Draht von C nach einem Galvanometer G und von da nach einer 
Stelle Z>, die längs AB verschiebbar sei: dies ist die sogenannte Brücke. 


V 



Y . ■ . ^ =^^ 

Mg. J*. 

IVr Strom trete in A ein und in B aus; dann fliesten in den Zweigen 
.!/>. DB, A(\ CF t^trunie in der Richtung der Pfeile. Dagegen wird 
liio Kichtunir des Stromes in der Brücke von der Lage der Stelle B 
abluuigen, und os giebt immer eine bestimmte Lage, filr welche kein 
Stn.>m in der Brücke Hiesst. Diese Stelle wird durch Hin- and Her- 
sohioU^n von aufgesucht; sie ist sehr scharf zu finden, da bei einer 
Ven>ohiebung nach Links inler nach l4*Hhts entgegengesetzt gerichtete 
Strome dun'h die BriUke tliessen. 

Die Intensität im Stammstnnu sei J. die Intensitäten und Wider- 
stände in den ZweigtMi Ai\ (B. A iK DB Ui-'^jV ^j\. u.\ (>,, tc^,), 
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Ua} ^4)9 endlich iu der Brücke (Jq, Wq). Dann geben die Gesetze der 
Stromtheilung : 

Ji^^y +72 '^2 =7'l'''l +Ji)^^(i +J4^\ ==/j«^3 +>4«^4- 

Hieraus folgt: 

• • • 

Ji) ^^^ J\ ^2 » 

• ^ «N, ( u;.. + tg4) + w, (w, + t<?i) _ _ 7 

' «^ü («'l + M't + «^8 + «?4) + i^\ + «Ca) *'''t + «'ö ' 

^ ' ^ «?„(«?, + tr, + «?, + w,) + (w, + 1^) (t(7, + W4) 
Folglich muss, damit ^,, verschwinde, 

also W2 w^ =» m;, w^ 

sein , oder !£*=??!. 

Dies kann immer durch eine Lage von D erreicht werden. 

Auf dieser einfachen Relation beruht die Anwendung der Wheat- 
8 ton eschen Brücke. Man schaltet statt AC das gegebene Leiterstück 
mit dem zu bestimmenden Widerstand x ein, statt CB den Widerstands- 
etalon^ dessen Widerstand E sei. Dann folgt 

uuil das Verhaltniss der Widerstände w.^ und w^ ist das der Längen 
.i l^ und DB, welche unmittelbar an dem Maassstab abgelesen werden. 
Die Methode liefert äusserst genaue Resultate , wenn man ein sehr 
empfindliches Galvanometer und einen starken Strom anwendet. 

§. 32. 
Neumanns Methode zur Bestimmung der Polarisation und des 

Uebergangswiderstandes. 

Schliesslich geben wir noch eine Methode zur Bestimmung der 
Polarisation und des Uebergangswiderstandes. Wie wir oben 
hervorgehoben haben, werden bei all den bisher erwähnten Methoden 
diese beiden Elemente nicht von einander gesondert; man hat immer 
die Polarisation für sich allein zu bestimmen gesucht, und da dies 
nicht möglich ist, konnten die Messungen zu keinem genauen Re- 
sultat führen. 

Die Methode, welche wir jetzt angeben, combinirt die beiden Mes- 
sungen mittelst des Diö'erentialgalvanometers und der Wheatstone- 
sehen Brücke. Wir benutzen ein Differentialgalvanometer nach der 
Anordnung 11, so dass die Ströme in den beiden Umwindungen ent- 
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gegeijgesetzt flieäseu ; ferner seien an den Stelleu R und Äj Rheostaten 
eingeschaltet, und an der Stelle B eine Tangentenboussole. In dem 



Flg. ». 

Stammstroni wird die Stromstärke ./ mittelst des Rheostaten R constant 
erhalten und an der Tangentenboussole B gemessen. Zwischen a und 
b wird ein Zersetzungsapparat eingeschaltet mit der Flüssigkeit und 
den Metallen ; deren Polarisation soll untersucht werden; ein prisma- 
tischer Glaskasten wird z. B. mit Kupfervitriollösung gefüllt und zwei 
Kupferplatten von gleicher Fläche einander parallel in einer bestimm- 
ten messbaren Entfernung eingetaucht. 

Zunächst wird vor Einschaltung des Zersetzungsapparates der 
Uheostat R^ so gestellt, dass die Nadel des DiiTerentialgalyanonieters 
keine Ablenkung erleidet; die Widerstände der beiden Zweige sind 
dann einander gleich, 


W = Wy 


Hierauf wird der Zersetzungsapparat eingeschaltet. Die. Stromstarken 
in den Zweigen werden jetzt verschieden,^ und^'i, und die Nadel des 
Differentialgalvanometers wird um den Winkel fp abgelenkt; wir haben 

(> — yi)^(v)="3fi^8in9, 

und suchen die Werthe j und j^ zu bestimmen. Einmal ist nun 

ferner aber, indem wir den geschlossenen einfachen Umgang betrach- 
ten, den die beiden Windungen des Differentialgalvanometers liefern, 

j{w + ü+ R)—jyW^ ^ — Pj 
wo p die Polarisation, ^ den üebergangswiderstand und ^ den Wider- 
stand der Flüssigkeit in dem Zersetzungsupparut bezeichnen. Die beiden 
Gleichungen bestimmen j und 7\ . 

Wir vereinfachen aber die Formeln dadurch , dass wir j = j. 
macheu. Zu dem Ende schalten wir mittelst des Rheostaten Ä, den 
Widerstand q ein, so dass g» = wird; wir haben dann 

1 . 

und — P = T '^('^ + R ~ (>^ . 
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WO Q und / bekannt sind; wir hatten oben die Widerstände w und w^ 
gleich gemacht. 

Nun lässt sich die Grösse B, der Widerstand der Flüssigkeit, da- 
durch bestimmen y dass man die Entfernung der Platten in dem Zer- 
setzungsapparate ändert; denn bei dieser Aenderung werden U und p 
ihre Werthe behalten. Die Enferuuug der Platten sei zuerst Z, dann 
Z'; wir haben ; weun in dem letztem Falle der Widerstand q' statt q 
muss eiugeschaltet werden ^ 

iblglicli wird R — g = B -j q' 

oder B = ^^r^j^L. 

Damit ist der Widerstand der Flüssigkeitssäule gemessen. 

Wir brauchen also nur noch eine Gleichung zur Bestimmung der 
Grösseü p und O, Diese gewinnen wir durch eine dritte Beobach- 
tung, wobei das Differentialgalvanometer als Brücke in den Wheat-. 
8 ton eschen Apparat eingeschaltet wird. Es bezeichne AB CD wieder 
einen solchen Apparat; die Stelle B sei so gewählt, dass nach der 
frühem Bezeichnung 

Wi t£. 
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• 

Mittelst einer Wippe werden nun plötzlich a mit a, , ß mit /3j verbun- 
den, gleichzeitig die Enden des Stammstromes mit^ und By so dass wir 
in dem Wheats toneschen Apparat keinen besoudern Strom brauchen. 
Wir haben dann den Zersetzungsapparat in der Brücke. Im Augen- 
blick des Umlegeus erleidet die Galvanometernadel eine Ablenkung; 
aie rührt von der elektromotorischen Kraft in der Brücke her, von der 
Polarisation allein; wäre eine solche acuv wirkende Kraft nicht vor- 
handen^ so müsste die Nadel in Ruhe bleiben. 

DicVerbindung des Diflerentialgalvanometers mit demWheatstone- 
schen Apparat darf nur auf einen Augenblick stattfinden; erleidet die 
Nadel einen Ausschlag, so verschieben wir den Draht längs AB, stel- 
len die Verbindung wieder auf einen Augenblick her und beobachten 
die Nadel ; wir erreichen schliesslich durch Hin- und Herschieben, dass 
die Nadel in Uuhe bleibt, wenn wir die Verbindung auf einen Augen- 
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blick heratellen ; aus dem Abstand der Stelle />,, wo das stattfindet, 
von der Stelle D kaun auf die Polarisation p geschlossen werden. 

Hierzu brauchen wir die Bezeichnungen y, , j^j J'a, ^4 ^lod iTj, iTj, 
«r/, wl für die Stromstärken und die Widerstände in den Stücken ^C, 
CB, ADy, DyB. Wir haben dann, da in der Brücke kein Strom fliea- 
seu soll, 

endlieh y, + j^ = 7, , 

wenn 7, die Starke des Stammstromes in dem Wheatstonescheu Ap- 
parat bezeichnet; welche mittelst der Tanj^enteuboussole gemessen wird. 
Aus den Gleitrhungen folgt 

>3 (fr,fr/ — w,w^ ) = ~ p{n\ + t(\)y 

also J^ {W.^U\{ — W'|M*/) = P{fi^\ + W\» + '";;' + '^'Z^' 

Bezeichnen aber^ wie oben, tv^ und m;^ die Widerstände der Stücke AD 
und />//, ferner u den bekannten Widerstand des Stückes X^Z>|, so ist 

"V = «^3 + " > "'1' = '^'i — «; 
wir haben femer 

folirlich wird p = , *^ , '^^ **, 7, . 

[>ie IVdarisation p wird also ausgeiirückt durch den l)ekannteu Wider- 
sstand u der Dralitlange DD^y durch die an der Tangenten boussole ge- 
messene J>tromstarke 7, und durch die Zahl - . "^i-"^"^*- , , welche 

für den Wheats toneschen Apparat bUiss einmal bestimmt za wer- 
den braucht. 

Setzen wir den Werth von /> in die oben für p und U erhaltene 
Gleichung ein, so ergiebt sich 

J tr^-\- ir, -r «T, -f IC, 

wHKiurch auch der Uebergangswiderstand (' bestimmt ist. 

Wir tinden so die Werthe vuii p und C, welche einer bedtininiten 
Stromstärke J entsprechen, und zwar ist in dem Zweige, in welchen 

der Zersetz ungsapparat eingeschaltet ist. die Stromstärke gleich -- . 

Wir haben zugleich eine neue Methode zur Bestimmung einer 
elektromotorischen Kraft kennen gelernt; wir schalten zu diesem Ende 
das m untersuchende Element in die Brücke des Wheatstoueachen 
AppanUes ein; die elektromotorische Kraft .hs Elementes tritt dann 
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an die Stelle von p in unsrer Gleichung. Da in der Brücke kein ytrom 
fliesst, kann eine Polarisation unmöglich eiutreteu; und die Methode 
leistet geuau dasselbe^ was die von Poggendorff. 

um eine Controle für die Genauigkeit der Bestimmung von p zu 
erbalten ; wurden zwischen die beiden Kupferplatten in der Kupfei-vitriol- 
losung des Zersetzungsapparates eine dritte und eine vierte Kupfer- 
platte eingeschaltet; die ganz frei waren; die Polarisation muss dauii 
die doppelte und die dreifache sein ; die Messungen geben die Werthe 

0,416, 0,835, 1,238. 

Die Uebereinstimmung ist sehr gut, wenn man beachtet, dass iu dem 
vorliegenden Fall, Kupfer in Kupfervitriollösung, die Polarisation sehr 
gering ist; mau hat sogar in altern Bestimmungen angenommen, es 
finde hier gar keine Polarisation statt, und diese Annahme der Be- 
stimmung andrer Polarisationen zu Grunde gelegt. 

Die obigen Zahlen geben das Verhältniss der Polarisation p zu 
einer bestimmten Stromstärke an; die letztere war dadurch festgesetzt, 
dass sie in der Tangenten boussole eine Ablenkung von 5^,5 hervor- 
brachte; sie werde mit Jq bezeichnet. Um diese Stromstärke auf ein 
allgemein gebräuchliches Maass zurückzuführen, wurde mittelst dessel- 
ben Apparates die elektromotorische Kraft einiger Elemente bestimmt. 
Es ergab sich für die elektromotorische Kraft eines Kupferwismuth- 
elementes, wo die Temperaturdiff'erenz der Löthstellen 100® betrug, 

^«0,134/0; > 

die elektromotorische Kraft der Polarisation ist also in einem ungünsti- 

jren Falle immer noch dreimal so gross. Dagegen wurde für ein 
Daniellsches Zinkkupferelement 

A = 34,2 . J^ . 

Damit können die obigen Angaben auf dieses Maass reducirt werden. 
Weiter ergab sich für die Polarisation von Kupferplatten in Zink- 
vitriollosung 

p = 19,5 J, , 

in verdünnter Schwefelsäure 

p = l6.y, — 19/0. 

Namentlich in dem letzten Fall war die Polarisation sehr veränderlich, 
wegen der Wasserstotfentwickelung; jede Erschütterung ändert den 
Werth von p. 

Man kann endlich auch der Frage näher treten, ob ein Ueber- 
gangwiderstand U wirklich vorhanden sei oder nicht. Nach der oben 
abgeleiteten Formel erhält U einen bestimmten Werth, und die Mes- 
songen, welche mit Kupfervitriollösung ausgeführt wurden, ergeben, 
dass dieser Werth durchaus nicht verschwindend klein ist. Ferner 
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folgt aus denselbeu, dass, wie oben (Seite 70) angegebeu, der üeber- 
gangswiderstand mit wachsender Intensität abnimmt^ etwa nach der 
Formel 

^ J 
Wollte man in dem vorliegenden Fall die ganze Stromschwächung, 
welche durch Polarisation uud Uebergangs widerstand zusammen hervor- 
gebracht wird, einer Polarisation allein zuschreiben, so würde diese 
Polarisation acht bis zehn Mal so gross werden, als sie die oben ge- 
nannten Messungen ergeben haben. 

Zu weiterem Studium über den bis jetzt abgehandelten Theil von 
der Theorie der elektrischen Ströme kann eiu sehr vollständiges und 
umfassendes Lehrbuch empfohlen werden: 

G. Wiedemanij, Die Lehre vom Galvauismus uud Elektromagne- 
tismus. Erster Band. Galvauismus. Braunschweig, 1861. 


III. Kapitel. 
Die Ampöreschen Gesetze. 

§. 33. 

Die vier Ampereschen FundamentalBätBe. 

Bald nachdem Oersted die Einwirkung eines Stromes auf einen 
Magnet beobachtet hatte , entdeckte Ampere'^), dass auch zwischen 
zwei elektrischen Strömen Anziehungen und Abstossungen stattfinden; 
er zeigte^ dass geradlinige parallele Stromleiter sich anziehen , wenn 
sie von gleichgerichteten Strömen durchflössen werden, dagegen sich 
abstossen, wenn die Ströme entgegengesetzte Richtung haben. Dies 
kann leicht nachgewiesen werden mittelst eines Apparates, wie des 
durch beistehende Figur angedeuteten. Das Drahtviereck ABCDEF 
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ist an einem Faden aufgehäugt; zwei Spitzen, die in die Verlängerung 
des Fadens fallen, tauchen in die Quecksilbernäpfe a und ß ein; mit- 
telst derselben wird ein Strom eingeleitet, und der Stomleiter ist ohne 
Unterbrechung des Stromes um eine verticale Axe drehbar. Durch 


*) Die Hauptabhandlung von Ampdre ist die folgende (Mdm. de TAcad. 
des Sciences. T. VI. 1823): Memoire sur la th^orie mathematique des phönom^nes 
älectrodynamiques uniqaement deduite de Teipdrience, dans lequel se trouvent 
r^unis les Mämoires que M. Ampere a communiques a TAcad^mie royale des 
Sciences, dans les »Dances des 4 et 26 d^cembre 1820, 10 juin 1822, 22 d^cembre 
1823, 12 septembre et 28 novembre 1825. 
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Nfiheruug des Strombündels A^B^ sji BC weist man die Auziehuog 
und Abätossung nach. 

Nachdem Ampere diese Wirkungen festgestellt hatte, suchte er 
ein Elementargesetz für dieselben auf. Hiezu boten sich zwei Wege. 
Entweder könnt« er eine lieihe möglichst genauer messender Beobach- 
tungen anstellen und die Resultate derselben durch eine Hypothese zu 
verbinden suchen. Allein dieser Weg hätte kaum ans Ziel gefuhrt; 
denn es ist schwer, die Function^ welche die Wirkung der Kraft dar- 
stellt , zu ermitteln, wenn sie von einem einzigen Argument abhängt-, 
in dem vorliegenden Falle wäre aber eine Function von yier Argumen- 
ten %u finden, nämlich von der Entfernung r der beiden Stromelemente 
und von deren gegenseitiger Lage, welche durch drei Winkel bestimmt 
wird. Und wenn es kaum möglich war, eine solche Function von vier 
Argumenten durch directe Beobachtung zu ermitteln, so besass Am- 
pert^noch gar kein Mittel zu genauer Messung der Anziehungen und 
Abstossungen. 

Er schlug deshalb einen andern Weg ein; er suchte aus den Beob- 
achtungen Gesetze abzuleiten, woraus sich analytische Folgerungen 
ziehen Hessen; auf einem solchen Wege war die Aiftronomie so weit 
fortgeschritten: Kepler hatte aus den Beobachtungen Gesetze abge- 
leitet für die Bewegung der Himmelskörper, und aus diesen Krpl er- 
sehen Gesetzen hatte dann Newton die analytischen Folgerungen 
gezogen. 

Von diesem Gedanken geleitet fand Ampere ganz direct vier 
Fundamentalgesetze, welche ttir die Wirkung elektrischer Strome auf 
einander gelten sollten, und zwar hat er dieselben auf Gleichgewichts- 
ialle gegründet, so dass eigentliche Messungen umgangen wurden; aus 
diesen Fundameutalgesetzen folgt dann das Gesetz für die Wirkung 
zweier Stromelemente auf einander ganz ähnlich, wie das Newton- 
sehe Gravitationsgesetz aus den Kepl ersehen Gesetzen. Wir wollen 
also zunächst diese vier Fundamentalgesetze und ihre experimentelle 
Begründung angeben. 

1) Die Wirkung eines Stromes ist immer gleich und 
entgegengesetzt gerichtet, wenn die Richtung des Stromes 
umgekehrt wird. 

Dies eq;iebt sieh daraus ^ dass die Wirkung zweier gerader, paral- 
ieler, einander sehr nahe liegender Drähte, welche von demselben 
Strom in entgegengesetzter Itichtung durehfiossen werden, immer gleich 
null ist, ebenso wie die Wirkung jeiles andern Stromes auf diese beiden. 

2) Fliesst ein Strom von A nach B in gerader Linie oder 
in einer beliebigen Zickzacklinie, welche sich von der Ge- 
raden nur sehr wenig entfernt, so ist die Wirkung dieselbe. 

Ein Draht wird in gerader Linie von A nach B geführt, und dann 
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\ beliebigem, eujr tiiii AB gewuodeaem Zickzack von B imch A zurück; 
fliegst ein Strom durch den Draht, so ist die Wirkung desselben immer 
qdU, wie oben. 

Diese beiden ersten Sätze sind in aller Schärfe nachgewiesen; wir 
k&nneu eine aehr achwache Wirkung wahrnehmen, und die Beobach- 
tung giebt keine Spur an. Leider ^ilt das nicht mehr von den folgen- 
den beiden Sätzen , namentlich dem dritten. 

H) Die Wirkung irgend eines geschlossenen Stromes 
auf ein Stromelement steht auf dem letztem immer senk- 
recht. 

Diesen Satz hat Ampere auf den lolgenden Versuch gegrttndet: 
An einem Faden ist ein hölzerner Stab Ad horizontal aufgehängt; 
.r 


=3 


«ler Stab trägt an dem einen Ende A einen metallenen Kreisbogen, an 
I ilem andern Ende ein fjiegcngewicht G; die Ebene des Kreisbogens ist 
I horizontal, und der Mittelpunkt C des Kreises fallt in die verticale 
I Orehungsaxe. Endlich stehen unter dem Bogen zwei Gefässe a und ß\ 
[ werden diese ganz mit Quecksilber gefüllt, so taucht der Metallbogen 
I (gerade ein. Werden a und ß mit den Polen einer Säule leitend ver- 
bunden, so hieest ein Strom durch den Kreisbogen, und dieses Stück 
eines Kreisstromes ist um den Mittelpunkt C des Kreises drehbar. 

Wurde uun ein möglichst starker Strom, eine vom Strom durch- 
flosaene Drahtrolle dem Bogen genähert, von verschiedenen Seiten, so 
ergab sich niemals eine AVirkung; der Bogen blieb immer in ßuhe. 
Ea war aber mittelst eines Üharuiers möglich, den Metallbogen aus 
der angegebeuen Stellung gegen den Stab zu bringen, so dass sein 
Mittelpuukt nicht mehr in die Ürehungsaxe fiel, sondern etwa in die 
Stellet, oder auf die entgegengesetzte Seite; dann wurde im Allgemeinen 
der Bogen durch den Strom in Bewegung versetzt, und zwar durch 
ilenselben Strom in entgegengesetzter Richtung, je nachdem der Bogen 
in dem einen oder andern Sinne aus seiner ursprUngHcben Stellung 
herausgedreht war. Folglich muaste bei dieser ursprünglichen Stellung 
wirklich Gleichgewicht stattfinden. 

k Hieraus hat Ampöre geschlossen, dass die Wirkung des geschlos- 
1 Stromes auf den Bogen nach dem Mittelpunkt des letittern gerichtet 
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sein müsse; eine solche Kraft kann den Bogen nicht in Bewegung 
versetzen , wenn derselbe nur um den Mittelpunkt drehbar ist. Dieser 
Satz muss ferner für jeden Theil des Kreisbogens besonders gelten, 
also für jedes Element desselben; denn indem wir die Quecksilber- 
geiasse einander nähern oder von einander entfernen, können wir b^ 
liebige Theile aus- oder einschalten. Folglich ist die Wirkung auf 
ein Bogenelement nach dem Mittelpunkt des Kreises gerichtet^ d. h. 
die Wirkung eines geschlossenen Stromes auf ein Stromelement steht 
auf dem letztern immer senkrecht. 

Dieser experimentelle Beweis hat lange nicht die Scharfe der beiden 
ersten; es findet zwischen dem Metall und dem Quecksilber Reibung 
statt, welche eine Bewegung hindern kann, und diese Reibung ist nie 
vollständig zu beseitigen. 

4) Die Wirkung zweier Stromelemente auf einander 
bleibt unverändert, wenn die beiden Elemente in demsel- 
ben Verhältniss vergrossert werden, wie ihre Entfernung. 

Zum Beweis dieses letzten Satzes hat Ampere den folgenden 
Apparat construirt. lieber einem Tische sind zwei Drabtkreise A^B^D^ 
und A^B-^D.^^ deren Halbmesser sich verhalten wie 1:4, fest aufgestellt; 
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zwischen denselben befindet sich ein Drahtkreis ABD von dem Elalb- 
niosser 2; dieser letztere ist um eine verticale Axe durch C^ leicht 
drehlmr gemacht; in der normalen Stellung liegen die drei Mittel- 
punkte i\CC^ auf einer Geraden, und es ist CC^ doppelt so grossy wie 
<*<",. Forner sind die Drahtkroiso so mit einander leitend verbunden, 
ihvsd ein und derselbe Strom, der etwa in a ein- und in ß austritt, 
durch die drei Kreise kann geleitet wenlen: er fliesst dann in der Rich- 
tung der IMoilo. Die Bei>baohtung ergiebt . di\&5 der mittlere Kreis bei 
der angegelHMitMi Stellung in Ruhe bleibt; bringt man ihn aus dieser 
Uiiro heraus, so winl er in diosoU^^ xu ruckgetrieben; er pendelt um 
diest» ifleiohgewiohtsUige hin uiui her. Und zwar muss der mittlere 
KnMs von jedem der luMdon äussern Krtnse al^gostossen werden- denn 
die Strome httlnni in den benachbarten rheilen ontge&reugesetste Rieh- 
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tuDg. Die beiden Abstnasungeii sinrl hIbo entgegongeaetzt gleich, nenn 
' die Abstände der Mittelpunkte iu demselben Verhältnisa steheo, wie 
Alf Halbmesser der Kretae, also auch wie die Umgänge oiier wie ent- 
sprechende Theile dieser ümgä»*,'e. Auf itieseni Wege hat Ampi're 
(ien vierten Satz bewiesen. 

§. 34. 
Ofifletz rür die Wirkung zwischen zwei Stromelementen. 
Aus den vier Sützeu folgt dad Eleruf^ntargeset*/, für die Wirkung 
, zweier Stromelemeute auf einander, wenn wir noch einige sebr* allge- 
' meine Ännahoien zu Hilfe uehmeit. Und zwar sind die» die folgenden: 
tJleichgerichtete Ströme ziehen sich au. Wir sehen dies 
I bei zwei parallelen Leitern; die Lauge derselben ist gan;i gleichgtitig; 
I folglich gilt der Satz auch für Strom demente. 

Ferner muss eine Hypothese gemacht werden über die Abnahme 
der Wirkung mit der Entfernung; die Wirkung sei umgekehrt 
I proportional der «ten Potenz der Kntfernung. 

Endlich soll die Wirkung zweier Stromelemente auf ein- 
ander in die Richtung ihrer Verbindungslinie fallen; diese 
Annahme bildet die Gruiidluge der ganzen Ampereseben Entwicklung. 
Es soll das eine Stromelement auf daa andere eine bestimmte Kraft 
aasüben, welche in die Richtung der Verbindungslinie lallt, und die 
I Kraft, welche das letztere Stromelement auf das erstere ausübt, soll 
jener Kraft au Grüsse gleich und entgegengesetzt gerichtet sein. 

Nach dem ersten Satze wird die Wirkung eines Stromes mit Um- 
kebrnng seiner Richtung immer die entgegengesetzte. Dies gilt bei 
jeder Länge des Leiters, folglich auch fUr ein unendlich kleines Stück, 
ein Element. Kehren wir also in den beiden Elementen, deren Wir- 
kung auf einander zu bestimmen ist, die Stromrichtung um, so bleibt 
die Wirkuug dieselbe. 

Hieraus ergiebt sich der weitere Schluss: Kann die Wirkung mit 
Umkehrung der Stromnclitung in dem einen Element nicht die ent- 
gegengesetzte werden, so muss sie notbwendig gleich null sein. Indem 
wir von dieser Schlussfolgerung Gebrauch machen, können wir sofort 
einen sehr allgemeinen Fall angeben, wo die Wirkung zweier Strom- 
elemente auf einander nulf ist. 

Legen wir nilmlieh durch die Mitte eines Stromelementes senk- 
recht auf dasselbe eine Ebene, und nehmen wir iu dieser Ebene ein 
zweites sonst beliebig gelegenes Stromelemeut an, so muss die Wirkung 
zwischen diesen beiden Elementen null sein. Das erstere Strom- 
«tement stehe in a senkrecht auf der Ebene der Zeichnung; das letz- 
j; -tere werde durch ah in der Ebene der Zeichnung dargestellt. Dann 
^^^Kdieses auf daiü erstere eine Wirkung in der Kichtinig uct aus; sie 
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muss ao ziehend oder abstossend 

sein, je nach der Richtung der «^ 

Strömung in a. Mag nun aber ""^--.^ 

iliese Strömung von unten nach "^^-^.^^ 

oben, oder von oben nach unten "^^-.^ 

gehen, die relative Lage des einen 

Stromelementes gegen das andere ^ **' 

ist genau dieselbe. Von dieser ^^' ^ 

relativen Lage aber soll die Wirkung allein abhängen; folglich muss 

in den beiden Fallen die Wirkung dieselbe sein. Sie kann also j wenn 

wir die Stromrichtung in a umkehren, nicht in die entgegengesetzte 

übergehen; demnach muss sie gleich null sein. 

Aus dem zweiten Satze aber folgt, dass man ein Stromelement 
immer ersetzen kann durch seine Frojectioneu auf drei recht¥rinklige 
Richtungen; denn wir ersetzen dann das gerade Stromelement durch 
eine Zickzacklinie , die von der Geraden nur unendlich wenig abweicht; 
wir gehen, statt auf der Diagonale, auf den drei Kanten von der einen 
Ecke des Parallelepipedums zu der gegenüberliegenden Ecke. 

Wir machen davon Gebrauch zur Ableitung des Elementargesetzes. 

Die Wirkung zweier Stromelemente auf einander ist proportional 
dem Produkt der Stromstarken J und j\ und proportional dem Produkt 
ihrer Lungen //s und ds^ ; denn ist die Stromstarke oder die Lange die 
doppolte« so haben wir gewis^ermaassen zwei Stromelemente an der- 
selben Stelle, u. s. f. Ferner hangt die Wirkung von der Entfernung r 
und von der relativen Lage der beiden Elemente ab. Diese letztere 
wird l>e$timmt durch die folgenden drei Winkel: den Winkel O zwi- 
schen dem Stromelement ds und der \rerbindungslinie r, den Winkel 
«>i zwischen d$^ und r, endlich den Winkel i^ zwischen den Ebenen 
(f\ tis) und \^f\d$^\ Demnach kann die Wirkung zwischen den beiden 
Stronielemeuten durch einen Ausdruck von der folgenden Form dar- 
gestellt werden: 


r' 


wo die Function /\«^. i^, , ^^ zu In^stimnien ist, und die Zahl »; wir 
hieben mit Aniporo angononuuen. es sei die Wirkung der «ten Potenz 
Villi r umgekehrt pn^portionul. Untor den Richtungen der Eilemente 
tis und */>, werden die der Strome verstanden ; die positive Richtung 
der Verbindungslinie lassen wir vorlautig unl>estimmt. ebenso wie die 
jHv^itive Richtung der Wirkuni^. welche in diese Verbindungslinie fallt, 
and dann sind ;uu'h die W ink^^l «*. «♦. . •; nicht völlig bestimmt. 

Wir wenden .-uerst den .Vu^drl;vk auf zwei l>esondere Falle an; 
die beitlon Klemonti» soUon innuor in einer Kbene liegen, aber einmal 
senknvht suil der Verbindungslinie stehen, das andere Mal in die 
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Verbindungslinie fallen; die Ströme sollen immer in demselben Sinne 
fliessen. Wir haben somit beide Mal 

^ = 0, 

dagegen im ersteren Fall 

im letztem -^ = -^^ = 0. 

Wir setzen femer 

dann sind die Wirkungen 

CJMI^ und * JMlib. . 

Da wir noch kein Maass für die Wirkung festgesetzt haben, ebenso- 
wenig wie für die Stromstarken, können wir der einen Constanten 
einen beliebigen Werth beimessen; es darf nur die Wirkung nicht 
null sein. Das kann in dem ersteren Falle nicht eintreten, wo die 
Stromelemente nach dem früher Bemerkten sich anziehen; wir setzen 
daher C ^=^1, 

In dem allgemeinen Fall, wo die Stromelemente beliebige Rich- 
tung haben, zerlegen wir jedes derselben in seine Componeuten nach 
drei auf einander rechtwinkligen Richtungen, deren erste die Verbin- 
dungslinie r sei; und deren zweite in die Ebene (r^ ds) falle. Die Com- 
ponenten der Leiterelemente seien a, b, c und a^, ^,, c^] dann ist 

a «s cos^ d5, b ^^ sin&ds , c = 0; 

öj = cos &^ds^ , b^ = sinO, cos?/ ds^ , c^ «= sin^, siniy ds^ . 

Die Gesammtwirkung ist gleich der Summe der einzelnen Wirkungen 
zwischen den Gomponenten. Von diesen sechs Einzelwirkungen sind 
aber yier null, nach dem oben abgeleiteten Satze, nämlich die Wir- 
kungen (ö,^,), (ö,Ci), i^}^\)} iP 7C1)' Es bleiben nur die beiden 

Folglich wird, wenn wir die Winkel einführen, bei beliebiger Lage 
der Stromelemente gegen einander 

}F =.yiii^ (sin-a- sin-Ö-, cosi? + k cosO cos^^). 
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Das Elementargesetz ist damit bestimmt bis auf die beiden Zahlen 
Ar und n. 

Die Zahl n aber folgt sofort aus dem vierten Experimentalsatz, 
wonach die Wirkung ungeändert bleibt, wenn die Längen der beiden 

Neamann, Vorlesungen Qbcr elektr. ätröme. 7 
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Elemente iu demselben Verhältniss geändert werden , wie ihre Ent- 
fernung. Hienach muss sein 

pds .pdsi da . dSf 


für jede Zahl p, oder 
folglich ist 


w = 2. 


§. 35. 
Bestimmung der Ck>nstanten k. Verschiedene Formen des 


Durch den dritten Satz endlich wird auch die Zahl k bestimmt 
Hiezu müssen wir aber die Wirkung berechnen, welche ein geschlosse- 
ner Strom auf ein Stromelement ausübt, und dann ist es TortheUhaft, 
rechtwinklige Coordiuateu einzuführen und die Richtungen der Strom- 
elemente dem entsprechend auszudrücken. 

Wir fuhren zuerst statt des Winkels i} den Winkel c ein, den die 
beiden Stromelemeute mit einander bilden; es ist 

cos i = cos^ cos^i -|~ s^^ sin^i cosi| 

und demnach 

tr ='^''«^--«[cOSf + {k - 1) COSO cosO,]. 

Femer wollen wir jetzt den Sinn feststellen , in welchem die Erait 
wirkt. Wir nehmen den Winkel, welchen zwei TöUig bestimmte Rich- 
tungen mit einander bilden, immer zwischen und sr; folglich hat 
cos c einen ganz bestimmten Werth« ebenso cosO 008O|, wenn wir 
den Sinn festsetzen, in welchem die Richtung r zu nehmen sei; kehren 
wir aber diese Richtung um. so andern cos 9 und cos 0| beide ihr 
Vor/eiokeu: das Produkt bleibt demnach ungeändert. Folglich ist der 
olvn t^r die Wirkung ^r aufgestellte Ausdruck bis auf k Yollig be- 
stimmt. Es soll mm die Wirkung positiv gerechnet werden , wenn sie 
die Kntfernung r zu vergrosseru strebt, wenn also die Elemente sich 
aWtossou; indem wir uns das Element, von welchem die Wirkung aus- 
\rekou soll, ruhend, das Element« auf welches die Wirkung ausgeübt 
wird, beweglich denken, können wir dann sagen, dass das eine Ele- 
ment aut das andere die Kraft H' iu der Kiehtimg r ausübe, d. h. in 
der lüchtuuc. in welcher r zunimmt. Nun ist aber, wenn die Ele- 
:r.eiite oiiuuuitT parallel sind und auf der Verbindungslinie senkrecht 
stehen, also tilr 

#■ 
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In diesem Falle findet jedoch nach dem früher Bemerkten Anziehung 
statt; W muss also negativ genommen werden. Wir haben somit das 
Blementargesetz in der Form 

W = — -M^ |cos B + (k — \) cos O cos %^) 

völlig bestimmt, auch hinsichtlich des Vorzeichens, bis auf die Zahl Ar. 

Wir führen nun rechtwinklige Goordinaten ein. Das Stromelement 

ds liege an der Stelle x, y, z, das Stromelement ds^ an der Stelle 

r^ = (X - x,y + (y - y^y + (^ - z.y. 

Femer wird, wenn wir die Richtung der Verbindungslinie von dem 
Eilement ds^ nach dem Element d$ positiv nehmen, 

ftnaÄ = ^ — ^~^« ^j? o- y~y« ^y I « - «I 3* 
^^^ a«"" r as "1 r~a« "^"r"" äi' 

weiter folgt 


cos -^, = — 


a^i ™ a« *" ja« a«i ■• a« a«f "• a« a«,} "" 

a«r .dr dr 


fy ^ jß\ ds dsx 


Demnach kann gesetzt werden: 

V i a«a«, "^ d8d»t)' 

Beachten wir aber, dass 

SO können wir auch schreiben: 

W = Jji^dsi a.r* cos a* 

jjtdsdSi^ ^!r*j^^ 

w^o in den beiden ersteren Formeln festzuhalten ist, dass die Richtung 
der Verbindungslinie von ds^ nach ds gehe. 

Wir benutzen die zweite dieser Formen, um die Wirkung eines 
geschlossenen Stromes auf ein Stromelement zu berechnen. Das letz- 
tere sei ds au der Stelle x, y, z, also ds^ ein Element des geschlossenen 
Lieiters, der einfach sei, d. h. eine einfache geschlossene Curve bilde. 

7* 


w = 
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l>io oiiixeiueii Elemeiitarwirkungen haben verschiedene Richtong; wir 
vorlegen eine jede in zwei Componeuten , die eine nach i/^, die andere 
senkrecht darauf; die Summe der erstem muss gleich noll sein, da die 
n'sultironde Kraft nach dem dritten Satze auf dem Element senkrecht 
stehen soll, und das giebt uns eine Gleichung zur Bestimmung von k. 
niese Gleichung ist 

wo das luti^ral über den ganzen geschlossenen Lieiter soll genommen 
werden, Oenuiaoh muss das Integral verschwinden. Nun folgt aber 
durch partiolle Integration 

und da das erste Glied noth wendig verschwindet , weil die Grenzen zu- 
sammenfallen« muss sein 


,2A + nj ■'*::* ;;/*. = o 


Fnidon wir alsi^ irgend einen geschlossenen Leiter, für welchen 
d.^^ Inie^rral 




:: u- h: \ ers\ b w i u%lot , 

Ä^ ü»ls:i mit Nothwenvlitrkeit 

h'^«A».h :s« 

:?; ^ 1=0; 
i 


N;:v. :<: iVr leivht oiu IvÄ^iiüervr Fall zu dnden. wo das Int^^ 

« • > . . «w • . ««^ . k ;^« « > • • »^^» » « • ^% •■ »■ • »««« 4 «•••>• 

■« r 
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Vergleichen wir aber diesen Werth mit dem ursprünglichen 


so folgt 


, /•cofl* ^ cos d'i , 

y = — / — J^ — ^öf*, , 


'-\j 


' cos ^ cos B 


dSi 


— >- 


Dieses Integral ist in dem 
folgenden Fall leicht zu berech- 
nen. Der Leiter s^ habe die 
Form eines Rechtecks abc d, p 
dessen zwei Seiten der Richtung 
aß des Stromelementes ds pa- 
rallel, die beiden andern also 
darauf senkrecht seien. Dann 
ist für die Seite ah qob b =^\, 
für die Seite c d cos f = — 1 , 
für die beiden Seiten bc und da aber cos £ = 0. Folglich wird 


\ 


a 


L 

a 


Plg. 4L 


b fl 

, __ 2 /* COS «•</«, I 2 /• 


COS^cl«! 


Weiter aber ist 


cos = ^ = — f- für die Seite ab, 

cos = ^*' = 1^ für die Seite cd, 
ds dSi ' 

^weil in dem ersteren Falle die Richtungen ds und ds^ einander parallel, 
in dem letztern einander entgegengesetzt sind; somit folgt endlich 


f. 


r^ <*«i + 


a 

f 


-^- dSi 


oder 


3 l»"a »•» ^»■« »"dl 


Dieser Ausdruck verschwindet aber nur für besondere Lagen von a/3; 
im Allgemeinen ist er von Null verschieden. Folglich muss sein 


* = -i- 


Setzen wir diesen Werth in die obigen Formeln ein, so erhalten 
wir die folgenden Ausdrücke für die Wirkung zweier Stromelemente 
auf einander: 
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(1) 


fr = — 


jjidsdsi 


{ 


COS£ 


COSO COS 


»,1 


= _ JM^^± / sin-ö- sin-O^^ cost? — | cosO cos^, | , 


IV = 


jjidsdSi ( d*r 


{ 


dsdSf 

C08t)"i 


^« - 


fr 


W 


jjtdsdst Vr^ 
jjidsdsi ^ 

r* a«, 

j^ a«a«i 


Ji ar ar) 

2 a« a«i/ ' 

a '- — 


Kr 


a« 


a- — 


Aus diesen Formeln ergiebt sich sofort ein auffallendes Resultat. 
Zwei Elemente ds und ds^^ von denen das eine in der Verlängerung 
des andern liegt; stossen sich ab, wenn der Strom in beiden dieselbe 
Richtung hat; denn in diesem Falle , wo £ null und O, d| beide ent- 
weder null oder gleich n sind, giebt die erste Formel (I) 

j^ 1 jjjdadSi 

Also müssen auch endliche^ gerade Strome unter denselben Umstanden 
sich abstossen. Die Erfahrung bestätigt dies. Wir legen zwei Drähte, 
deren Enden umgebogen sind, mit diesen Enden in drei mit Queck- 
silber gefüllte Rinnen y welche in einer Linie liegen. Wird ein Strom 



1 r 


t: 


n 


Fig. 42. 

hindurchgeleitet, so entfernen sich die beiden Drahtstücke von einander; 
folglich findet zwischen denselben wirklich Abstossung statt. 

§. 36. 
GesetB für die Wirkung eines gesohlossenen Stromes auf ein 

Stromelement. 

Das Gesetz für die Elementarwirkuug zweier Stromelemente auf 
einander kann in dem Falle, wo das Element ds^^ welches die Wir* 
kung ausüben soll, einem geschlossenen Strome angehört, auf eine 
wesentlich einfachere Form gebracht werden, und die Vereinfachung 
wird noch grosser, wenn auch das Element ds, auf welches die Wir- 
kung ausgeübt wird, einem geschlossenen Strom angehört. Der letztere 
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Fall kommt bei der Anwendung wohl am Häufigsten vor. Wir wollen 
nun diese Formen ableiten. 

Wir gehen dabei aus von der vierten Formel (I) 

VF a«, 

und bilden die Componenten der Kraft nach den drei Coordinatenaxen. 
Diese sind , da die Kraft in die Richtung r von dem Punkt x^y y^^ z, 
nach dem Punkt x^ yy z fallt. 


r=jj,dsds,y—.y^ 




Hieraus folgen die Componenten der Kraft, welche der ganze ge- 
schlossene Strom auf das Stromelement ds ausübt, durch Integration 
Aber den geschlossenen Leiter 6'i; sie werden 

oder 

,, io^J — a;, ar Q_*L_ ^J^i 

oder endlich, da wir das Di£ferential unter dem Integralzeichen weg- 
lassen können, 

r (ä — a^i)* X— Xi ds . 
Nun ist aber 


= ^JJi^^J 


r dr dx . y - yt dy . e — Zj dz 


x Xids ds *x—Xids ' x — x^ds 
folglich 

{X — X t)« Xt^x ds __ (y--2/i)<ia5j — (x -x^dy^ dy . 
f3 a«, ' r^ ds ' 

. ( ^? — gj) rfa?t — {x — Xi) dZj dz 
und somit können wir schreiben 
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(") 


y^jJl / ^(g- g,)rfyt-fy- yi)(ijPi ]dz+ ( {x -a:,)<iy, —{y- yt )dx^\dx 






-z i/i r< {x—Xt)dz^ ^(z - 5,) r^Äj J da;+ { (y — yt )dZi-(g— r,)dy, ) dy 

Z== -J - . 

»I 

Diese Formeln können zur Anwendung gebracht werden, wenn 
die Wirkung von einem geschlossenen Strome ausgeht. 


§. 37. 
Fall einer fortdauernden Rotation. 

Eine solche Anwendung wollen wir gleich machen^ und zwar auf 
einen Fall, welcher die Eigenthümlichkeit der wirkenden Kräfte in 
deutlichem Licht darstellt. Er zeichnet sich dadurch aus, dass keiu 
Gleichgewicht stattfinden kann , sondern eine Rotation hervorgerufen 
wird, deren Beschleunigung nur die Keibung ein Ziel setzt. Solche 
Fälle haben die Aufmerksamkeit der Experimentatoren Tielfach in An- 
spruch genommen. 

Der einfache Fall, den wir hier betrachten wollen, ist der fol- 
gende: In einem sehr langen geraden Draht, den wir als Theil eines 
unendlich grossen Kreises betrachten können, liiesst ein Strom; wir 
berechnen seine Wirkung auf ein Stromelement jds, welches mit der 
Geraden in einer Ebene liege. Nehmen wir einen unendlich grossen 
Kreisstrom an, so wird die Wirkung der unendlich weit entfernten 
Theile auf das Stromelement gleich null ; wir können demnach, um die 
Wirkung des geraden 

Stromes auf das Strom- *^i~ '^ -- <- g^ 

dement zu berechnen, 
die Formel anwenden, 

welche • die Wirkung ^^ 

geschlossener Ströme 

bestimmt. 4.-'' 

Wir nehmen die ' p^^ 43 

Ebene des Stromes und 

des Stromelementes als {x, ^)-Ebene. Der Anfangspunkt der Coordinaten 
liege in y^, in der Verlängerung des Stromelementes ds, und in dem 
Abstand b von dem geraden Strom. Die Richtung der x-Axe falle mit 
der Richtung des Stromes n, zusammen. Dann haben wir: 

ds^ = dx^ , y, = />, z, = 0, ^y, = 0, dz^ = 0; 

z = 0, dz = 0. 
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Folglich sind die Componenten der Wirkung auf das Stromelemcnt 


-'iip 


-y)äyp^. r ^'i {b - y) dxj^p , z = o. 

EKe resultirende Kraft muss auf dem Stromelement senkrecht stehen; 
wir haben auch 

Weiter ei^ebt sich 

/dxj ^_ p dXi r _^iz:^ _ ^— s -— 

OD — oo — CO 

Die beiden Componenten werden also 


und ihre Resultante ist 


7? — ^3\d8 . 
^ — h^y' 


sie steht senkrecht auf dem Stromelement, und der Sinn, in welchem 
sie wirkt, folgt aus den Werthen von X und Y, 

Der Strom fliesse von rechts nach links, wie in der Figur ange- 
deutet; die y-Axe werde nach oben positiv gerechnet; das Stromelement 
liege unterhalb des Stromes. Dann ist & — y positiv. Folglich hat Ä 
entgegengesetztes Vorzeichen mit dy^ Y gleiches Vorzeichen mit dx. 
Die Kraft steht demnach so zu dem Stromelement, wie die ^-Axe 
zura;-Axe. Denken wir uns das Stromelement um den Punkt A dreh- 
bar, und fliesst der Strom in dem Element von A fort, so strebt 
die Kraft dasselbe im Sinne des Uhrzeigers herumzudrehen, und da 
die Kraft R niemals null wird, nimmt die Winkelgeschwindigkeit der 
Drehung unbegrenzt zu, so lauge wir von der Reibung absehen. 

Dasselbe muss für einen geraden Strom s s" von endlicher Länge 
gelten, wenn der Dreliungs- 

punkt A ausserhalb der ** " « 

Strecke s s" liegt und der ^,__^_^^^ 

^ Strom s' s" immer ganz auf \/'^^ "^^^^nX 

der einen Seite des Stromes // \\ 

5, 5| bleibt. Denn die Kräfte, T^^ /^^ \ W 

welche auf alle Elemente [; 'p--^ u n 

des Stromes s s" ausgeübt '; . ^V "^^7 // 

werden, streben dann eine . - — -. // 

Drehung in demselben Sinne '^-^ + 

hervorzubringen. 

Dieser Fall wird folgen- 
dermaassen experimentell ** 
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hergestellt: Man umgiebt die Stelle A mit zwei kreisförmigen Rinnen 
und füllt diese mit Quecksilber; in dieses taucht ein Metallstab, der um A 
drehbar ist, mit den Spitzen $' und s" ein. Verbindet man dann die 
innere Rinne mit dem positiven , die äussere Rinne mit dem negativen 
Pol einer Säule, so erhält man den um A drehbaren geraden Strom b' s". 
Wir wollen noch das Drehungsmoment berechnen , welches auf das 
endliche Leiterstück $' s' ausgeübt wird; dasselbe ist, wenn wir den 
Abstand von der Stelle A mit $ bezeichnen, und den Winkel mit % 
den der gerade Strom mit der a;-Axe bildet, 


•" 




ds 

sin qp ' 


»" 


oder iL = — 4-- s + -• — loff (b — s , sin w) 

Bing) I • smqp '^ ^ ^^J 

sin qp l "^ sin qp ^ h — «' sin qp I ' 

o 

oder endlich , wenn wir den log. nach steigenden Potenzen von ^ und 
-^ entwickeln, 

^ = JJ^\ —26- + ^-W^ ^'^ ^ + —i^r- 81^' 9> + • • • I • 

Nennen wir das Trägheitsmoment des Leiterstückes Jf, und ver- 
nachlässigen wir die Reibung an der Axe und im Quecksilber, so er- 
giebt sich für die Drehung die Differentialgleichung 


M 


-d = ^^^ {—26- + -^6^ «^^ 9^ + -IbT- «^^' 9> + • • •( 


Durch Integration folgt für (-^j ein Werth, der neben periodischen 

Gliedern ein Glied mit dem Factor g> enthält, wegen der ungeraden 
Glieder in der Reihenentwicklung, namentlich wegen des ersten. Die 
Winkelgeschwindigkeit des Leiterstückes wird demnach so lange zu- 
nehmen, bis durch die Reibung der Zuwachs gerade aufgehoben wird^ 
und von da an wird ^ie Rotation mit constanter Geschwindigkeit un- 
begrenzt fortdauern. 

Hiebei war immer angenommen, es sei b > s'' > s\ Ist dies 
nicht der Fall, geht also das Leiterstück über den wirkenden Strom 
hinweg, so haben die Kräfte für verschiedene Stellen des Stromes s's" 
verschiedenes Vorzeichen; ferner wird dann für eine Stelle b — y null, 
die Kraft also unendlich gross. Wir nehmen damit auch einen Fall 
an, der nicht realisirbar ist; die Ströme sollen sich nicht schneiden. 
Die Schwierigkeit fällt fort, wenn wir die beiden Strome nicht in die- 
selbe Horizontalebene legen; wir haben dann Z] nicht gleich 0, sondern 
gleich c zu setzen. Auch in diesem Falle ist die Integration vollstän- 
dig durchzuführen; es kann aber nun eine Gleichgewichtslage des be^ 
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weglichen Stromes geben. Die Rechnung wird besonders einfach , wenn 
die Rotationsaxe durch den wirkenden Strom geht; die stabile Gleich- 
gewichtslage ist dann die^ wo die Leiter parallel sind und die Ströme 
in demselben Sinne fliessen. 

§. 38. 

Betrachtung der Elementarwirkung in dem Fall, wo das wirkende 
Element einem geschloBBenen Strom angehört. 

Wir kehren zu den Ausdrücken (II) zurück, welche die Elementar- 
wirkung für den Fall bestimmen, wo das wirkende Element einem 
geschlosse/ien Strome angehört, und geben diesen Ausdrücken eine 
übersichtlichere Form. Wir wollen das Dreieck, welches durch das 
Leiterelement ds^ und die Verbindungslinie r bestimmt wird, die Ele- 
mentarfläche nennen; unter der Richtung ds^ werde immer die Rich- 
tung verstanden, in welcher der Strom fliesst, unter der Richtung r 
die Richtung von dem wirkenden Element ds^ nach der Stelle ds] die 
Kormale der Elementarfläche endlich nehmen wir immer in dem Sinne 
positiv, dass diese Richtung zu den Richtungen ds^ und r so steht, 
wie die Richtung der positiven z zu den positiven x und y. Dann sind 
die Cosinus der Winkel, welche die Normale auf die Elementarfläche 
mit den üoordinatenaxen bildet, 

rds^ Bin ^, ' 

Q ^ .(^— _^i)^^i - (^ - «\)dx^ 
^ "^^ rdsx sin -Ö-j ' 

^ {y — yi)dxt'-{X'-x;) dyx 
' rdsisin'O', 

Die Componenten der Elementarwirkung können demnach in der fol- 
genden Form geschrieben werden: 


(III) 


rj-f 1 .. ctde — ydx . o. j 
/y' 1 . . ßdx — ady . «. , 


Hieraus ergeben sich die beiden Sätze: 

Ä'dx + F'dy + Z'dz = , 
die Kraft steht senkrecht auf dem Stromelement ds^ und 

die Kraft steht auch senkrecht auf der Normale der Elementarfläche. 
Folglich liegt die Ejraft in der Elementarfläche und steht senkrecht* 
auf dem Stromelement d$. 


J</>< 


i . 


i.uj:;- . l'i- iiiLi-.'r'.-»jJUta Ge^flM- 


zn den Axen x 


W jf kJijjiii-ii di*: Kir.btLii- diewr Kraft nodi weäter f estactxeiL Ei 
»xv^rn iiij«r r din Ki*:]jiuiig ctr NTniaif auf dk Elementiiffiche, so im 

Unii-r \,i'Ai'uU: c diejejji;r^ KiehTime. '•reiche anf den Bichtungen rf« 
ijji<i 4/ bi'uknjf'ht Ki»;hi. iu dem Siiiüe posativ gerechnet, dass ff in D«og 
iiiif <Jj«; Hirijiufj;^«;/j dh und r so liegi. wie die Z'-Axi 
iiiid y. J>uij/j i»t; df^uu Obi{?eii analog, 

^ Ein y.a« 0» 

adz—ydx 
' •''' »o t\,d(;>a$ 

f ßdx — ady 

cos f<J, Zj = \ - - = — -f- • 

Ein r^dsas 


i''iii 


iivh wir *\u*w Wiirihii in die Formeln (III) ein, so erhalten wir 

^ > * i V 


(IV| 


r > i ^'*'^;:^'* Hin ^, siu (v,^*) cos (CF, X), 
'" - [ ^-^''^'Z'' Hin (>, Bin (v, (/*■) cos (cF,y), 


/' .... \ ./ii'/'*''''! yi,^ j^^ gjjj (,,^ ^^j co8^ff,z). 

I''nl«lirli liPhliiiiiiil ilir tilMMi deiinirte Richtung o die Richtung der 
KiiiM. Hi'Mif diiN •SlrfiiiH'U'HH'ni^, f/A-, auf das Stromelement >rf« «»- 
nid, und tili» (jriWtt drr Knitl int 

// -_ •'•'« ^ ' sin {>^ sin(v,as). 

r 

hii'MiM Woilh iNt im!iu»r positiv; dor Sinn, in welchem die Kraft wirkt, 
IN« lud II iMitdtMiii^ Ifslm^Nttllt. Pio Kraft ist proportional dem Sinus 
»I»-* Wuikid-^. diMi dii.N Stvoimdoiuont //>-, mit der Verbindungslinie bil- 
\\\\, louiiM piopiMdonal sin ^^» . «/>'\ also proportional dem Cosians des 
\N\MkilN. dou d:>s StrouudiMiuMvt i/s mit der Elementarflache {ds^yr) 
MsU^ \\ w kouiiou aiu l\ »airou: dio Kraft ist proportional der Com- 
i^^u%'\\(o \1»^N SfuMutdiMnoiKON '.»y>, stM\krtvUt auf die Verbindungslinie, 
•»N. N\u .' , UMuo\ p\x'isMtu»u:ii dor lV\jivtiou des Stromelementes jios 
v, \ d ,* Ku\u.'uLkUl:i^Uxv ,;x xm; » . .:>\ oudlioh uniirekehrt proportional 
,wu\ \^.^d\^♦^ .\x*i K. it.r.iiiu^. IVc* \\ irki:«»: ist null, wenn das Strom- 
,' , >' M . -. ^ , .' \ . , \ J. . o \ *", l V i». J '. '. ! •. »; W, *. V. : t a r. : . v.\ier wenn das ^trom- 


* ■ « ••« « 


■"' ** V . \ . * 


:\ 


V . . . ■ 


:^ ■ 


■.V. < '. v. ö T *>*» * - - *>!* r-^m-ittSasÄseO 


•\S 


I ^ \ 


^ Kt, 


w:«si;.»au . Cevitt« ' ?3»- 
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Die Richtung, welche wir so für die l^raft gefunden haben, er- 
innert an das oben erwähnte Biot-Savartsche Gesetz. 

§. 39. 
Wirkung zwischen zwei Elementen, welche beide geschlossenen 
Strömen angehören; diese Wirkung wird durch ein Potential 

bestimmt. 

Wir suchen drittens die Wirkung eines geschlossenen Stromes 
auf einen andern geschlossenen Strom. Hiebei betrachten wir den ge- 
schlossenen Strom, auf welchen die Wirkung ausgeübt wird, als einen 
starren Körper. Dann köunen die Kräfte, welche an den einzelnen 
Stromelementen angreifen, immer ersetzt werden durch eine Einzel- 
kraft, welche in einem bestimmten Punkt angreift, und durch eine 
Koppelkraft, welche eine blosse Drehung anstrebt. Wir berechnen 
zunächst die Gomponenten der resultirenden Kraft; diese sollen jetzt 
mit Äy Yj Z bezeichnet werden; sie sind gleich den Summen von den 
Componenten der einzelnen wirkenden Kräfte. 

Da die Wirkung von einem geschlossenen Strom ausgeht, können 
wir die Gleichungen (II) zur Anwendung bringen und finden 

wo die Integrationen über die beiden geschlossenen Leiter s^ und s aus- 
zudehnen sind; die Reihenfolge ist gleichgiltig, da r niemals verschwin- 
den soll Für den Zähler unter dem Integral kann aber geschrieben 
werden: 

[(x — x^)dx + {y — yx)^y+ {z — z{)dz)dx^ — 

— {x — x^){dxdx^ -f- ^t/^y\ + dzdz^)j 
also für die Grösse unter dem Integral 

T X ■"" X* 

— -^ dsdx^ -jj-^ cos {ds,ds^)dsäs^y 

und das Integral in Bezug auf s von dem ersten Theil verschwindet. 
Folglich wird: 


(V) 


»1 9 

«1 » 


y — ~^Jf~/' ""^ ^'^*' ''*''^ *** '^*' ' 


»I 9 
«I 9 

indem die Werthe von V und Z auf demselben Wege abgeleitet werden. 
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Nun sind aber ^='?' , ?^^' , ^-^''* die Cosinus der Winkel, 

welche die Richtung der Verbindungslinie r von ds^ nach ds mit den 

Coordinatenaxen bildet; folglich erhalten wir dieselbe resultirende Kraft, 

wenn wir annehmen, dass die beiden Stromelemente jds und ^'i^^i sich 

anziehen mit der Kraft 

1 jji ds dSj COB {da, dSj) 
2* r* » 

die Elementarwirkung wäre also proportional dem Cosinus des Winkels, 

den die beiden Stromelemente mit einander bilden, und umgekehrt 

proportional dem Quadrat der Entfernung. 

Viel wichtiger ist, dass die Ausdrücke unter den Integralen in 

der Form von DiflFerentialquotienten nach x^ y, z können dargestellt 

werden; es ist 

x — Xj r 

i — ~* ~"~ ""^ t u« s. w. 

r* dx ' 

Hieraus folgt nämlich, dass die Wirkung zwischen geschlossenen Strömen 
durch ein Potential bestimmt wird. 
Wir setzen 


(VI) /> = - M jy "M^. 1*0 a, as, , 


und nennen P das Potential des Stromes s^ auf den Strom s^ oder des 
Stromes s auf den Strom S| ; denn der Ausdruck bleibt unverändert bei 
Vertauschung der beiden Ströme mit einander. Bei gegebener Lage 
der beiden Ströme hat P einen völlig bestimmten Werth. 

Wir müssen uns weiterden Strom, auf welchen die Wirkung aus- 
geübt wird, beweglich denken, entweder parallel mit sich selbst ver- 
schiebbar in einer beliebigen Richtung, oder drehbar um eine Axe, die 
durch einen bestimmten Punkt geht. Wir setzen das näher fest. Ein 
Punkt A sei fest verbunden mit dem Strome s] seine Coordinaten seien 
Oy b, c. Wir legen ferner durch A drei Gerade parallel den drei Coor- 
dinatenaxen. Nun soll das ganze System sowohl in den Richtangen 
der drei Axen parallel mit sich selbst verschoben, als auch um die 
drei durch die Stelle A gelegten Axen gedreht werden; damit die 
Reihenfolge dieser Bewegungen gleichgiltig sei, können vrir alle Ver- 
schiebungen und Drehungen unendlich klein annehmen. Bei einer Ver- 
schiebung ändern sich a, ^, c; die Drehungswinkel um die drei Axen 
aber seien ct. ß^ y. Dann wird das Potential des festen Stromes s^ auf 
den beweglichen Strom s eine Function von «, b, c, a, j3, y, und wir 
können den folgenden Satz aussprechen: 

Die Wirkung des Stromes s^ auf den Strom s kann er- 
setzt werden durch eine Kraft, die in dem Punkte A an- 
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greift, und deren Componenten den Differentialquotienten 
des Potentiales P nach den Coordinaten a^ b, c entgegen- 
gesetzt gleich sind, und durch eine Koppel, deren Gom- 
ponenten nach den drei Goordinatenaxen durch die nega- 
tiven Differentialquotienten des Potentiales i^ nach cc^ß,y 
bestimmt werden. 

Der erste Theil des Satzes ist nach dem eben Gefundenen sofort 
bewiesen; wir müssen nur zeigen, dass 


Wir setzen 


dann wird 




y dP 

"^ " "" aä • 


dy = driy 


dz = dt\ 




i + dijdyi + djdljfi 


(&+i?-y,)* + (c+f-;5,)M*/'' 


»I » 


Diesen Ausdruck können wir nach a^ b oder c differentiiren und finden 


dP 

da 


«1 » 


(a+g— a;,)(dSda;,+di7dy, + dfd5|) 


dies ist aber der oben für — ^ gefundene Werth. 

Nicht so einfach ist der Beweis des zweiten Theiles, da wir die 
Drehungsmomente noch berechnen müssen. 

Es sei der Strom s um eine Axe drehbar, welche parallel der 
j;-Axe durch die Stelle a, b, c gelegt wird. Wir berechnen das Drehungs- 
moment der Kräfte, welche auf die Elemente ds des Stromes aus- 
geübt werden. Diese Kräfte werden durch die Formeln (II) bestimmt; 
auf das Element ds an der Stelle x, y, z wirkt also die Kraft 


u. s. w. 


Folglich wird das gesuchte Drehungsmoment 


-vf 


«I 


ai 




ds e/.v, . 


Wir formen das erste Glied durch partielle Integration nach s um und 
finden 


/. 




\_ /dy dZi dz^ d y,\ 

r \d8 dSi ds dsj 


dsds^ . 
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Wir haben zweitens f zu bilden, wo da eine unendlich kleine 

Drehung um die Gerade bedeutet, welche parallel der x-Axe durch die 
Stelle a^ by c gelegt ist, und wo . 


P^-^ tts^^^ ds ds, . 


l-uter dem integral siud r und cos{ds, ds^) von a abhangig. Und 
iwar haben wir 


folglich 



^y= (z r), 5^-y b. 

''7 

vx ..)^l+., ^4^+'-'.)^! 

<•« 

H 

— 

y y,^ r c) v^ r, y 6» . 


femer winl 

r . «« ,tf *. ci*t^ «i* «is, <■ V «^'i + «'y djfi -\-didii 

J jr . _. (• dfß ^ _^ cdß 


^ — rfr «/y, 4- dy dz. . 


Folglich ergiebt sich 


.4'—^^// 


\ * 


«lyif, — JfJy, 

f 


^ y~yt J c -- I -,. 9-^\,^ as.as,,äsds. 


l^ctser Werth i»t Aber dem oWn frjr L ^fundenen entgegengesetzt 
gleich. 

Miihiu werden die Oonijvnenten der n^^suhiresden Kraft 

uuvi die Corcjvuenien der re^uhirenden Koppel 


▲vLW^ndduo^ «uf dli» nt^NTie de» 

\X :r iUAch<;*a >ivv/. iecu cceix i:v:u^eciea Sks vv-e<MnaiA. vn die 

Vb-cxr^^* ^rji^*«i *ei>.r . i^ilwcictt l,r*:ruÄ^a^;r> 5*.^ icrri'fai». Aii wir 
^v'c NjL.'Jci: Kbo«,*:«/x*5ct j^viv. ^vCVt;. L\fc5ö*:\.v b*ce« eise dbaolnt» 
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Fig. 45. 


Bestimmung der Stromstarke, ganz unabhängig von den Aenderungen 
der erdmagnetischeu Kraft. 

Der bewegliche Theil 
des Instrumentes be- 
steht aus einem bifilar 
aufgehängten Stab, der 
an seinen beiden Enden 
zwei mit Draht umwun- 
dene Rollen trägt. Durch 
die beiden Rollen wird 
derselbe Strom, aber in 
entgegengesetzter Rich- 
tung geleitet. Der Strom 
kann durch die Auf- 
hängungsdrähte ein- und 
ausgeleitet werden; al- 
lein da diese immer 
dünn sind, entsteht da- 
durch eine bedeutende 
Stromschwächung, und es ist deshalb zweckmässiger, die Drahtenden 
herunter zu führen und in Quecksilbernäpfchen eintauchen zu lassen; 
die Spitzen müssen genau in der Drehungsaxe liegen. Die hierdurch 
entstehende Reibung ist sehr unbedeutend und trägt, wenn die Schwin- 
gungen um die Ruhelage beobachtet werden , zur Abnahme der Ampli- 
tuden kaum merklich bei. 

Die Strome haben in den beiden Rollen die entgegengesetzte Rich- 
tung, damit der Erdmagnetismus auf den Apparat keine Wirkung aus- 
übe. Die Rollen müssen also einander möglichst gleich sein, nament- 
lich gleiche Zahl von Drahtwindungen haben. Dass der gewünschte 
Zweck erreicht sei, wird leicht erkannt, vindem man mittelst der bifila- 
laren Aufhängung dem Hebelarm verschiedene Stellungen giebt; es 
darf nie eine Aenderuug dieser Stellungen stattfinden, wenn ein Strom 
durch die Rollen geleitet wird. 

Der andere Theil des Ap- 
parates besteht aus vier fest 
aufgestellten Rollen. Sie haben 
alle genau die Grösse der an ^ 
dem Hebelarm befestigten Rol- 
len und sind mit ihren Seiten- 
flächen vertical und parallel so 
aufgestellt, dass die Mittel- 
punkte aller sechs Rollen in einer Horizoutalebene liegen. Die Figur 
46 giebt die Projection auf diese Horizontalebene. Die Rollen 1 und 2, 


i\ 


r 


j 


r 

L 


L 


"-"1 


I < 


Fig. 4G. 


Neamann, Vorlefongen übor cloktr Ströme. 
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ebenso 3 und 4 haben gemeinsame Axe; 1 und 4, 2 und 3 stehen 
ebensoweit von einander ab, als die beweglichen Rollen a und ß] end- 
lich stehen 1 und 2 gleich weit von einander, wie 3 und 4. In allen 
sechs Rollen lliesst derselbe Strom in den durch die Pfeile angedeute- 
ten Richtungen, so dass die sämmtlichen Wirkungen sich addiren; die 
Rolle l zieht a, 3 ^ an, während 2 & und 4 ß abstosst. 

Gleichgewicht findet statt, wenn das Drehungsmoment der bifilaren 
Aufhängung gerade die ^^'irkung der festen Rollen auf die bew^- 
lichen aufhebt. Das Drehungsmoment der bifilaren Aufhangung aber 
ergiebt sieh aus dem beobachteten Ablenkungswinkel 9, aus dem Ab- 
stand und der Länge der Aut'hängungsfaden, endlich aus dem Gewicht 
des ganzen Apparates; tolgUch wird die Stromstärke, von welcher die 
elektrodynamische Wirkung abhängt, durch ein Gewicht bestimmt, 
ganz unabhängig vom Erdmagnetismus. 

Wir haben nun das elektrodynamische Drehongsmoment zu be- 
rechnen, welches die festen Rollen auf die beweglichen ausQben. 

Wir sehen dabei ab von der Wirkung der Rollen 1 und 2 auf ß 
und der Rollen 3 und 4 auf a. Der Abstand der Rollen 1 und 4 ist 
etwa viermal so gross, als der Abstand der Rollen 1 und 2; die Ent- 
fernungen zwischen Stellen der Rollen 1 und ß sind dann etwa zehn- 
mal so irross. wie die zwischen Stellen der Rollen 1 und a: ferner 
stehen die Richtungen der erstem Kräfte sehr schief auf dem Hebel- 
arm. Die vernachlässigten Wirkungen sind also jedenfalls sehr klein. 
Man kann diese Wirkungen wohl berechnen : aber die Reihen, welche 
man erhält, sind sehr complicirt: doch überzeugt man sich auf diesem 
Wege. d;iss die Vernachlässigung bei den angegebenen Dimensionen 
gt»stattet ist. 

Wir brauchen bKuss das Potential der Rolle 1 auf die Rolle a zu 
'iH'rx'vhnen; die ilrei andern folgen daraus sehr einfach. Wir nennen 
das Potential P uud hulnni 

weiiu F die KuttVruuug der beiden Elemente tis und d*j bezeichnet 
ui;d die lutognile ülvr die Ividen g^^schlc^ssenen Ströme genommen 
werxiou. Nun :st aber 

<*t.>i> ** *• •• 

JsSl = - «TOB . rfi . rf*,) , 


f • 


• •: J!A'^ 


W :■ vv^usioii u:;s dio Uolioii av.s Kry»*sstrvtuen 
*ioukt.:. ^^ st ^V^^u K'ou Vutaugspuuk: vier Uvrviuiaten in die Drehongs- 
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axe, lassen die x-Axe mit der Richtung des Hebelarmes zusammen- 
fallen, wenn die Rolle a gerade in der Mitte zwischen den Rollen 1 
und 2 steht, und nehmen die y-Axe darauf senkrecht in der Horizontal- 
ebene, die z- Axe also vertical. Ferner liege der Mittelpunkt der Rolle a 
um a von der Drehuugsaxe entfernt. Wir haben dann für einen Kreis- 
strom der Rolle 1 von dem Halbmesser r^ 

*r, = a + r, cos i/;, , y, == ^, , -2^1 = ^i sin i/;, , 

und für einen Kreisstrom der Rolle a von dem Halbmesser r, wenn die 
Mittellage stattfindet, 

a; = fl + r cos i/;, y = h ^ z = rsinif;, 
wenn dagegen der Hebel um (p aus dieser Mittellage gedreht ist, 

X = (a -\- r cos i/;) cos q> — ^ sin 9? , 
y == (rt -f- r cos 1^) sin 9 + ^ cos 9 , 

z = r sin 1/; . 
Mithin wird: 

(2) ^ = r2 + r^' - 2rr, cos(t(; - 1/;,) + {b - b^y + 

-j- 2{b(a-^r^ cost/;,) — b^{a -^r cost/;)) sin 9? + 

+ 2{a^-{'a(rcosilß-\-r^ cos i/;, ) -j- rr, cos t/;cosT/;,-j-^&, )(1 — cosy). 

Hieraus folgt aber 

ara/, ^W,UH, ^ "" -^{<^<^s(i/;-ti) - sintsintf;,(l~ cos(,p)}, 
und es ergiebt sich 

Wir bilden nun den Ausdruck — x , welcher das gesuchte 

Drehangsmoment liefert. 

Differentiiren wir unter dem Integral nach tp, was gestattet ist, 
und entwickeln wir dann die Function unter dem Integral in eine 
Reihe nach steigenden Potenzen von sin q>, so muss nach Ausführung 
der Integrale eine Reihe entstehen von der folgenden Form 

A -^ B 8\n<p -{- C sin^ 9? + .... 

Diese stellt das Drehungsmoment dar, welches die Rolle 1 auf die 
Rolle a ausübt. Das Drehungsmoment, welches von der Wirkung der 
Rolle 2 auf die Rolle a herrührt, muss folgen, wenn wir statt -j- q> 
— g) setzen ; die Wirkung der beiden Rollen 1 und 2 zusammen wird 
also durch die doppelte Summe von den ungeraden Gliedern der Reihe 
dargestellt y und dieGesammtwirkung erhalten wir durch nochmalige Yer- 
doppelong, indem die Wirkung der Rollen 3 und 4 auf ß noch hinzu- 

8* 
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kommt. Demnach wird das von den vier festen Rollen aasgeübte 
Drehungsmoment dargestellt durch die Reihe 

jV = 4^ + 4Csin2 9?+.... 

Ist nun der Winkel q) sehr klein , so können alle Glieder neben 
dem ersten vemacfalässigt werden, und wir haben 

also coustant. Dies wird immer der Fall sein, wenn die Beobachtung 
der Ablenkung mittelst Spiegel und Fernrohr stattfindet. Dagegen 
können wir bei den sogenannten Handrbeometern , wo die Ablenkung 
an einem getheilten Kreise abgelesen wird, diese Annahme nicht 
machen; denn die Ablenkungswinkel betragen dann unter Umständen 
10® und mehr. Wir werden später einen Weg angeben, um auch in 
diesem Falle die Berücksichtigung der höheren Glieder zu umgehen. 

Vorerst berechnen wir den Werth von A, indem wir P nach g> 
diflferentiiren und dann 9 = setzen. So folgt 

Wir nehmen den Theil dieses Ausdrucks, welcher von der Wirkung 
eines Kreisstromes der Rolle 1 auf einen Kreisstrom der Rolle a her- 
rührt; die beiden Kreisströme werden durch die Werthe von ^, und b 
bestimmt. Es ist dieser Theil 

2rt 27t 

j' ^jjtrr, r /*co8(tft — -^|){ 6i(a+r cos i^) — 6(a+r,co8^,)} ^^^^^ 

- JJ {r«+n«-2rr,c08(^~'^,) + (6-&,)«}- ^ ^* ' 

u Ü 

Setzen wir nun 

so werden die Grenzen von p eigentlich — ^ und 27r — ^; vnr kön- 
nen dafür aber auch die Grenzen und 2% nehmen und erhalten 

27t 2n 
^' ^J.hrri /* /•cOH/){6,[a+rco8j^_]-6[a+r,co8(^+p)]} ^^^ 

u 

oder, durch Ausführung der Integration nach 1^, 

(5) A■ = njj,rr^a{p,-b)i''' ^"^^''^ 

J {»•'+r,'-2rf, cosi)+(6,-6)*}'" 



Wir setzen 

A'=F{b,-h); 

der Werth von A wird hieraus erhalten, indem wir die Summe über 
alle Umgänge /;, und b nehmen. Nun seien auf der Rolle a n Win- 
dungen neben einander, auf der Rolle 1 dagegen w, , indem wir vor- 
läufig n und n, verschieden annehmen, wie r und r,. Dann erhält 
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b n verschiedene Werthe und b^ w, verschiedene Werthe; die Summe 
hat also ;<;if Glieder. Eine solche üoppelsumme kann^ wenn ;t und ;ij 
grosse Zahlen sind, nach einem Euler sehen Satze sehr angenähert 
durch ein Doppelintegral dargestellt werden, nämlich durch das folgende 

6," *" 


n 


ö,' 6 


wo b' und b" die Grenzwerthe von b, b{ und /y," die Grenzwerthe 
von &, bedeuten. Nennen wir endlich die Dicken der beiden Rollen 
h und h^, 

h == b" — b\ Ä, = b{' — />,', 

so wird der Werth des Drehungsmomentes für 9? = 


6," b' 2n 


(6) N, = IM. -. -.'^-y-y 


[hx — b) coß pdpdb ilhy 
{ r* + r|2 — 2 r ;•, coh p + (6, — hf } *''' 

Die Integrationen nach b und nach />, lassen sich leicht ausführeji, 
und man findet 


tn 


V '\njjiiinxri\a {\ 






-log{/r^^+r/^--:^;T,Wsyy+(^j'--Z/7^+/y/--r} 


^cos /f dp. 


Weiter kann durch partielle Integration das erste der Integrale auf 
die Form gebracht werden 


2a 
J {iKr«+r,*— t2rr,cos 


M^p dp 

eosp+(/),"- hy+b;'-b' ) /'r'^+r-, - •Jrf,cosjj+(6,"--6")« ' 
ü 

oder, indem wir Zähler und Nenner mit 

{/r-' + V— 2rr, tofif + {b('~—b"f - (b;'-b")) 
multipliciren^ auf die Form 


%n 


8in*p dp 


27t 


r'+fi*— 2rrj cosp 


+' 




(bi"—b")a\n^jf dp 


fr*4-r,*^— )*rrt co8/;;f^r'+ r,'- — -Jrr, co8^>+(6j"— //' )« 


Das erste Glied enthält (^," - //') nicht; formen wir alle vier Integrale 
in ähnlicher Weise um, so heben sich die ersten Glieder aus dem 
Werthe N^^ fort, und wir können für die Integrale einfach die zweiten 
Glieder einsetzen. Diese sind bei beliebigen Werthen r, r, elliptische 
Integrale aller drei Gattungen mit verschiedenen Moduln. 

Wir lassen nun die Voraussetzung eintreten, dass die Rollen 
gleich seien, also 


i> 
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ferner auch 

b;' — b^ = />" — b' = h. 

Wir haben dann für das erste Integral einzusetzen 

" 1". 


1 /• (h'jz}"l »i?*i? • ^P 

y «in« ^ /a r* Bin' | + (6," - b"] 


oder 

27r 


/ 




./ //4r«8in«-^,- 
' 

+ (6,"- vy- 


Wir setzen daher 






P 

-n-tq, 

A-.' 

4r« 

-4r'+(V- 

- 6")* 

und 

erhalten die 

Form 






TT 
2 

-r 




oder 4'-\-^''(A', -i5:,), 

wenn A', und A', die vollsUindigen elliptischen Integrale erster und 
zweiter Gattung mit dem Modul Z-, bezeichnen, 


n 

' J Kl -- A;,* sin'' </ ' 
u 

^. 

TT 

— A/l Aj'sin'^e/^ 



Setzen wir also weiter 




> 

'^3 — 4r»4- (6,'-6")» ' 


während 

4r' _ 4r« _ / 2 

und haben A'j, -£"2 und A^, E^^ die entsprechende Bedeutung, so folgt 
schliesslich 

(8) N, = ^^^ ^^- (A-, - £.) - ^^ (A-, - ^,) -^J^Ä^, - E, 
Wir wollen endlich setzen 

dann ist F eine Zahl , welche für das Instrument einmal zu berechnen 
ist. Sie hängt von dem Halbmesser r der Rollen ab, von der Dicke h 
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der Rolleü; von der Anzahl n der Drahtum Windungen, endlich von 
den Entfernungen der Rollen in der Ruhelage. 
Wir haben somit gefunden 

(10) N, =^ 16 7t jj,a F. 

Die Anwendung des Instrumentes ist nun leicht zu übersehen. Wir 
nehmen an, <p habe nur sehr kleine Werthe, so dass 9?- neben 1 zu 
vernachlässigen sei; dies trifft immer zu, wenn man die Ablenkung 
mittelst Spiegel und Fernrohr beobachtet. Bedeutet dann G das Ge- 
wicht des ganzen aufgehängten Theils^ / die Lauge der Fäden, und u 
ihre Abstände oben und unten, so ist die Bedingung für das Gleich- 
gewicht 

6^ ^ sin 9> = 16 7t Jj^ a F, 

oder es wird, wenn wir denselben Strom durch alle sechs Rollen geheji 

lassen, 

1 OM 1 ^, . 

J^ = . rr- T.i ^ sm w, 
-' iGtt \la F ^ 

Folglich wird das Quadrat der Stromstärke gleich einem Gewicht 6', 
multiph'cirt mit einer Zahl. 

Wegen der langen Leitung ist eine solche Bestimmung nur mög- 
lich, w^enn eine ziemlich starke elektromotorische Kraft den Strom 
erzeugt; sonst wird die Stromstärke j so schwach, dass die ihrem 
Quadrat proportionale Ablenkung 9? zu klein ausfallt. Aber wir kön- 
nen dann zuerst einen starken Strom y, absolut messen, und nachher 
den schwächern Strom j mit jenem vergleichen, indem wir den einen 
Strom durch die vier festen, den andern durch die zwei beweglichen 
Rollen gehen lassen; wir bestimmen so die Wertlio vony,*^ und \oii jj\. 

Wir wollen nun auch den Fall besprechen, wo sin'^ 9 neben 1 
nicht kann vernachlässigt werden. Mau muss solchen Apparaten die 
Einrichtung geben, welche die Sinusboussole besitzt; die vier festen 
Rollen müssen um dieselbe Axe drehbar gemacht werden, um welche 
der Hebel sich dreht, und es muss der Drehungswiukel messbar sein. 
Man dreht das System der vier Rollen so hinge, bis Gleichgewicht 
besteht und alle sechs Rollen einander ]iarallel sind; war dies aucli 
der Fall, bevor der Strom durch alle sechs Rollen geleitet wurde, so 
gilt die frühere Formel, und der ürehungswinkel ist gleich dem Ab- 
lenkungswinkel. 

Mittelst eines solchen Apparates kann auch der Coefficient des 
Gliedes mit sin^ 9? experimentell bestimmt werden. Bezeichnet q> die 
Drehung des Hebels gegen das System der vier Rollen, 1/; dagegen 
seine absolute Drehung, so gilt die Gleichung für das Gleichgewicht 

6^ ^ sin ip = (r^ + C, sin^ fp)ß . 
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Lassen wir nun einmal die vier Rollen in Ruhe und beobachten die 
Ablenkung des Hebels 9,, so haben wir: 

G ^ sin g), = {C^ + C^ sin^ 9,)/ . 

Drehen wir dann die vier Rollen um den Winkel er, und ist jetzt die 
Ablenkung tp^y so gilt die Gleichung: 

G —^ sin (a + 9)2) = (^0 + ^1 siii^ "P^^ß • 

Wir können « so wählen , dass tp.^ = wird ; die zweite Gleichung 
bestimmt dann etwa ß^ wenn Cq berechnet ist, und die erste Gleichung 
giebt den Werth von 6',. 

Auf diesem Wege kann auch bei denjenigen Instrumenten, wo 
die Ablesung sehr fein und der Ablenkungswinkel klein ist, experi- 
mentell nachgewiesen werden, dass das Glied mit siu^ q> zu vernach- 
lässigen ist. Den Goefficfeuten zu berechnen möchte kaum möglich sein. 

§. 41. 

Allgemeine Eigensohaften der Wirkung eines geschlossenen Stromes 
auf ein Stromelement; Determinanten und Directrix. 

Wir kehren nun zu unseru allgemeinen theoretischen Betrachtun- 
gen zurück und fassen die Wirkung eines geschlossenen Stromes auf 
ein iStromelement näher ins Auge. 

Wir haben für die Componenten der Wirkung, welche ein ge- 
schlossener Strom s^ auf das Stromelement ds ausübt, die Werthe ge* 
funden (S. 107) 


•1 
V I . . l ydy — ßdz . ^ , 


u. s. w. 

wo über den ganzen geschlossenen Strom s^ zu integriren ist. Setzen 
wir nun 

1 /*a 8iu«^,</S| 


(1) 


^ \_ i*ß »in ^t dSi 

2 1 r« 


r« 
ds, 


so küiiucn wir die Componenten folgendermaassen ausdrücken: 

X=jj,iCdy — lidz), 
(2) y^/jt{.ldz — Cdx), 

Z =JJt{Bdx—Ady). 
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Wir wollen uns die Natur der Grössen A, B, C noch anschaulicher 
machen. Wir schreiben A in der Form 


-ß^ 


-— r sin^idsi 


-^r sin^j^5, ist der Inhalt der Elementarfläche, des Dreieckes («^Äp r), 

ferner a der Cosinus des Winkels, den die Normale auf die Elementar- 
flache mit der x-kxe bildet; folglich steht unter dem Integral die Pro- 
jection der Elementarfläche auf die (tj^ z)-Ebene^ dividirt durch den 
Cubus der Entfernung r. A ist dem Integral dieses Quotienten gleich, 
und in B und C haben wir die Projectionen auf die (z, x) und die 
{x, y}-Ebene. Wir können demnach auch setzen, da 

die (Koordinaten von den Ecken der Elementarfläche sind, *und die Nor- 
male zu den Richtungen ds^ und r so stehen soll, wie die z-Axe zu 
den Axen x und y, 

1 r{z -3) dyt - iy—ji) dzt 
^"" 1) "r^ ' ' 

^ j^ f '{x—Xi)d z^ —(2-'z{)dXi 


(VU) 


r' 


1 ['{y—yi) dx, — [x—x,)dy, 


i-:/ 


welche Werthe aus den Gleichungen (II) S. 104 unmittelbar folgen. 

Wir nennen die Grössen A, B^ C die Determinanten des ge- 
schlossenen Stromes ^, an der Stelle x, fj, z; denn die Richtung des 
Stromelementes ds^ d. h. die Werthe dx, dy^ dz kommen in A, B, C 
nicht vor. Denken wir uns ferner auf den drei Axen die Längen A, 
By C abgetragen und mit diesen drei Kanten ein rechtwinkliges 
Parallelepipedum gebildet, so sei die Diagonale desselben />; Ampere 
nennt diese Grösse die Directrix der elektrodynamischen Wirkung 
an der Stelle x, y, z. Die Determinanten A^ By C bestimmen die 
Richtung und Grösse der Directrix-, ebenso sind umgekehrt, wenn 
die Directrix in Bezug auf Richtung und Grösse bekannt ist, die De- 
terminanten gegeben. Es gelten die Formeln 

B^ = A'^ + B^ + C^, 


(3) 


cos (B, a;) = ^ , cos (Z>, y) = jjy cos {B,z) = j^, 


und der Werth von B ist immer positiv. 
Ans den obigen Gleichungen folgt nun 

(4) AÄ-{'By+CZ = 0, 

d. h. die Kraft, welche der geschlossene Strom s^ auf das Stromelemeut 
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ds an der Stelle x, fj, z ausübt, steht auf der Directrix des Stromes 
au dieser Stelle seukrecht. Ferner aber ist, wie wir schon oben ge- 
funden haben, 

(5) Ädx + Fdy + Zdz = 0, 

d. h. die Kraft steht auch auf dem Stromelenient senkrecht. Und zwar 
ist der Sinn, in welchem die Kraft wirkt, dadurch bestimmt, dass die 
Kraft zu den Richtungen ds und D so stehen soll, wie die r-Axe zu 
den Axen x und y. 

Endlich lässt sich auch die Grösse der resultirenden Kraft R durch 
die Directrix D ausdrücken. Wir haben nämlich 

R^:=A^+ r^ + Z^ =fj^'^{D''ds^ — {Adx + Bdy + Cdzy] 

= fj^'^D''ds^[\ — cos2 {!), ds)]', 

folglich wird 

(G) R=^jj\DdsÄn{D,dsy, 

die Kraft ist also am Grösten, wenn das Stromelement auf der Directrix 
senkrecht steht, dagegen null, wenn diese beiden Richtungen zu- 
sammenfallen. 

< 

§. 42. 
Anwendung auf den Fall unbegrenzt fortdauernder Botation. 

Aus diesen Gleichungen folgt nun der merkwürdige Satz: 
Die Componente der Kraft, welche ein geschlossener Strom auf 
ein Stromelenient ds ausübt, nach einer durch das Stromelement ge- 
legten Ebene ist ihrer Grösse nach unabhängig von der Richtung des 
Elementes ds in dieser Ebene und steht auf dem Element immer seuk- 
recht. Ist also djis Element um eine Axe drehbar, welche auf jener 
Ebene senkrecht steht, so muss es sich mit fortwähren il wachsender 
Geschwindigkeit um die Axe drehen. 

Zur Ableitung dieses Satzes legen wir um die Stelle x^ y, z eine 
Kugeloberfläche mit dem Halbmesser 1 
und bestimmen durch Punkte auf dieser 
Kugeloberfläche die verschiedenen Rich- 
tungen , welche wir uns von dem Punkt 
.r, y, z aus genommen denken. Und / 
zwar seien a^ D, R die Richtungen des \ 
Stromelementes ds, der Directrix D, «^ 
der Kraft R, endlich «/i die Ebene, 
welche durch ds gelegt wird. Nennen 
wir ferner die Winkel Ra^ und ^aD \ 

^ und V, so ist 
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du /i nuf II uinl /> senkrecht steht, iiriil die ComiitJiieiite der Krai't li 
uaeh dur EWiie aß wird 

fi cos /l = Ä 8111 V, 

Setzen wir aber den Werth von R ein, so folgt lür die (Komponente 
der Werlh 

jj\ Das ain (J), ds) siu v, 
wo sin {D, ds) = sin (», Jj). Bezeichnet endlich /i den Winkel , welchen 
die Direetrix O mit der Ebene aß bildet, so ist 
sin C« , /*) , sin v = sin p . 
Folglich wird die Compouente der Kraft nach der Ebene aß gleich 

JJ, Dds ain p , 
aUo völlig unabhängig von der Richtung des Elementes ds in der 
Ebene; sie steht ferner auf dem Element ds immer senkrecht, weil 
die Kraft Ä auf ds senkrecht steht, und somit muss, wenn ds um eine 
Axe drehbar ist, die auf der Ebene aß senkrecht steht, eine Drehung 
mit fortwährend wachsender GeschwindigkL'it erfolgen. 

Der Satz gilt in alfer Strenge, wenn das Element ds der Axe un- 
eadlich nahe liegt; es bleibt dann der Ort x, ij, z und damit die 
Direetrix des Stromes bei der Drehung nngeändert. Liegt aber ds in 
endlicher Entfernung von der Drehungsaxe, so ändert sich mit der 
Lage des Elementes in der Ebene dieDirectriü, und streng genommen 
gilt dann der Satz nicht mehr; aber das Resultat wird doch eintreten, 
wenn die Lage des Elementes gegen den Strom sich nur wenig ändert. 
Uuter derselben Voraussetzung muss daun auch ein endliches Leiter- 
stück in eine solche Rotation versetzt werden, und die Voraussetzung 
ist jedenfaHs erfüllt, wenn die Entfernung des Leiterstückes von dem 
wirkenden geechlusacnen Strom als unendlich gross kann betrachtet 
werden. 

Dies trifft zu, wenn wir die magnetische Kraft der Erde wirken 
lasstm. Wir werden nachweisen, dasa jeder Magnet, folglich auch der 
Erdmagnet durch einen geschlossenen elektrischen Strom oder durch 
eiu System von solchen kann ersetzt werden. Ist also ein LeiterstQck, 
welches von einem Strom durchflössen wii-d, um eine verticale Axe 
drehbar, su wird dasselbe durch die Wirkung der erd magnetischen 
Kraft in Rotation um die Axe versetzt, und die Winkelgeschwindigkeit 
uimmt sehr bald einen constanten Werth an, indem die Reibung den 
Zuwachs gerade aufhebt. Aehnlich kann autb eiu Leiterntück in Ko- 
tation um einen Magnet versetzt werden; wir kommen auf solche Fälle 
später zurück. 
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§• 43. 
ErsetBung eines endliehen geschlossenen Stromes durch tmendlloh 
viele unendlich kleine Ströme. Determinanten eines unendlich 
kleinen geschlossenen Stromes; geometrische Construotion fOr die 

Richtung seiner Direotriz. 

Wir wollen zunächst unsre allgemeinen Formeln auf den besondern 
Fall anwenden , wo der geschlossene Strom 5, eine sehr kleine Flache 
umkreist. Diese Betraelituug hat eine besondere Wichtigkeit, weil 
jeder endliche geschlossene Strom in unendlich viele unendlich kleine 
kann zerlegt werden. 

Wir behandeln hier nur den Fall, wo der endliche Strom in einer 
ebenen Curve fliesst. 

Theilen wir das um- ^^-^ 

sitromte Stück der Ebene 

irgendwie in unendlich . 

viele unendlich kleine v - \ 

Elemente, und denken \ ^ 

wir uns jedes dieser 

Elemente von einem \ .^ 

Stn^m umkreist, in der- - \ ■ ^ 

selben Kichtimg, in wel- 
cher die endliche Flache V\ 
von dem gi*gel»enen o ~ 
Strv>me umkreist winl, 
und vou derselben **** **" 

Starke« so erkennt man leicht, duss alle diese Strome zusammen ge- 
nommen den ce^reiHHien Stn>m ^enide em^tzen. Denn in allen Grenzen 
c wischen rwoi Elementen haben wir zwei gleiche entgegengesetzt ge- 
richtete Strome, welche sich aut heben. Fc^lglich muäs mach die Wir- 
kuu>r dos endlichen Strvnuos der Kesultarite ans den Wirkungen all der 
unendlich kleinen Elementarjtrome jrleich sein. 

Fübrvu wir d:e KtH:hnuug durvh. so treten Doppelintegmle auf 
s:at: «^er ciutWhou: d;is ist ui:ier l'mst^uden ein Vc>rtheil. indem das 
lV^j»jvIii:te^jil serr ott leichter uUNeutv.>hreu ist, als das einfache, oder 
^ir.c leivhier crkc:iulv*Tv IWciituüc hi:. Sv^ i^^lanst man i. B. mittelst 
d:c><*r r:u:Vr.v.u::jr au; Eirüchsteu £u deui Aiui^r^^fhen Gesetz, dass 
j^er c^^sviilvv^ttc S;r\*tM, «äs s<*:i:e Wirk^-^Äj uacL Ausssen betrifii, 
v-;:rvh ei::e s^.^cx:":J^r.:::e :uA4::;et:<vhe IVrivlr.Iivrhe kA::3 ersetit werden. 

\\:r l-cT^vh-t^r. dji. c*r )<\s,\ v;:e P.it^riuiUAu:- n und die Direc- 
:r'\ e:v.ts ;, :u:iKr. iv :. klc:::^:. i:? sc r. Iv >ST»urn Siromes. 

IVr H:r,tÄvhl.c : ^^^^^w. >^\ .;,,.: ;:: e Ste'.le vies :^eBdlich kleinen 
S^rvu:;;^. u.Uv; ^:r Srr;vhiicr. v;:e lV:crtu.r.Ar::<:. tur den 
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der Güordinaten. Wir haben 
dann 


_._y^ 


WO 


ri = a:^ + y2 ^ z'^ . 



Fig. 49. 


Betrachten wir also die 
Projection des Stromes auf 
die (y, z)- Ebene, nennen 
wir den Radiusvector u, den 
Winkel zwischen diesem und 
der y-Axe (p, so ist 
y = u cos 9, z = t/ sin qp, 

r^ = x^ -{- u^ \ 
folglich ydz — zdy = u^dtp . 

Wir haben bei der Integration zu gehen auf der Curve ciQaßß^ von 
g) == gjj bis 9 = 92 , und dann zurück auf der Curve ß^ ßi a, or^, von 
9) == g?2 ^^s 9' = 9i« 9^1 und gjj bezeichnen die Winkel, für welche 
der Radiusvector die Stromcurve tangirt*). Nennen wir aber, indem 
wir die Bezeichnung u für den Radiusvector der Curve «o^/^/^o ^^^' 
behalten, den Radiusvector der Curve «o^i/^ii^o ^p unterscheiden wir 
dem entsprechend auch die Werthe r und r,, so können wir setzen 


'-if(i-"f>-> 


Vi 

wo nun 9? einfach von 9?, bis 92 ^^unimmt. Setzen wir weiter 

so sind, da der Strom unendlich klein ist, die höhern Potenzen von 
du und dr zu vernachlässigen, und wir finden 


j 1 ri'^udu 3i**^r\ , 


Vi 

Zwischen du und dr aber besteht eine Beziehung; diese müssen wir 
aufsuchen. Es bilde die Normale auf die Ebene des unendlich kleinen 
Stromes mit den Coordinatenaxen die Winkel ^, 1?, ?, und zwar werde 
die Normale so positiv gerechnet, dass der Strom eine positive Drehung 
um die Normale ausführe; die positive Drehung aber sei immer da- 


*) Damit wird vorausgesetzt, dass ein Radiusvector die Stromcurve nie mehr 
als zweimal schneide; da die geschlossene Curve unendlich klein gesetzt ist, kann 
diese Voraussetzung ohne Weiteres gemacht werden. Uebrigens ist sie, wie leicht 
ersichtlich, für das Resultat der Rechnung ganz unwesentlich. 
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dureh definirt, dass die positive Drehung ~ um die x-Axe die positive 

y-Axe in die Lage der positiven z-Axe überführe. Ferner sei die Länge 
des Perpendikels vom Anfangspunkt auf die Stromebene gleich p, posi- 
tiv gerechnet, wenn die eben genannte Richtung mit der positiven 
Richtung der Normale zusammenfällt. Dann ist die Gleichung der 
Stromebene 

X cos ^ '\- y C08 t] '\- z cos S = J^ • 

Sind also x — Sx, y — Sy, z — dz die Coordinaten der oben durch 
u — Jt/^ q>y r — dr bestimmten Stelle, so folgt 

«5 j: A)s § + ^y cos iy -|- dz cos f = 0. 
Ferner ist: 

u^u = ydy + zSz , 

rör = xdx + udu] 


endlich 


tg ^ = ^r = ^-|! ; 


z z — dz 

folglich zöy — yöz = . 

Demnach wird: 

äy = du, öz = öu , 

, y coB 71 -{- z cos t i 

u cos § ' 

^ . y cos 17 + if cos f ^ r^Su pxdu 

u cos § ii tt cos g 

Folglich finden wir 


also 


•> \r* r-» cos 5/1 ^ 


Nun ist aber das Integral 

u öu dg) 


j 


Vi 

gleich derProjection der vom Strom umkreisten Fläche auf die(yj&)-Ebene; 
denn in der Figur 49 ist aa^ gleich öu und der Flächeninhalt von 
clßß^a^ gleich öu,udq>. Nennen wir also X die Fläche des geschlos- 
senen unendlich kleinen Stromes , so wird 


und demnach 


I uöudq) = k cos I 

Vi 


1 
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(2) A IC-^-'T)^- 

Wir wollen nun nach Ausführung dieser Rechnung zu der früher 
gebrauchteu Bezeichnung zurückkehren. 

Der unendlich kleine geschlossene Strom befinde sich an der Stelle 
X, , y^y Zj ; die von diesem Strom umkreiste Fläche sei A| , und die posi- 
tive Normale bilde mit den Coordinatenaxen die Winkel |j, r\^^ ^j . Es 
sollen die Determinanten dieses Stromes bestimmt werden an der 
Stelle 0?, y, z. Dann treten an die Stelle von x^ y^ z m den oben 
gefundenen Formeln die Ausdrücke x, — a;, y, — y, Zj — z, und an 
die Stelle von p das Perpendikel, welches von der Stelle x^ y^ z auf 
die Stromebene gefällt wird. Dieser Werth p ist an Grösse gleich der 
Projection der Entfernung r auf die Normale der Stromebene, hat aber 
entgegengesetztes Vorzeichen, wenn wir auch hier die Richtung r von 
der Stelle, welche die Wirkung ausübt, nach der andern Stelle nehmen, 
i¥0 die Wirkung ausgeübt wird. Folglich ist, wenu 

Pi = (^ — ^i) cos li + (y — yj) cos iy, + (- — zj) cos f, , 
— />, an die Stelle von p zu setzen. Demnach sind die Determinauieu 


(VIII) 


B= — ^ /cos 17, _ '^Pxiy—yi)\^ 


Aus diesen Formeln ergiebt sich eine einfache Construction für 
die Richtung der Directrix. 

Wir betrachten die Ebene, welche die Stellen J/, (a:, , y,, r,), 
ü/ (x, y, z) und die Normale w, (|,, t/p f,) enthält. Wir theilen J/, M 
in drei gleiche Theile und nehmen 


^1^= o *i >^; 


^3/ 

/ 


3 

ferner legen wir durch /^ die Senk- P 

rechte auf M^ M\ sie schneide die ^- 
Normale M^n^ in (>. Dann ist (>yl/ ^^^. \ / 
die Richtung der Directrix. y. . ^ 

Denn die Coordinaten von M ^^ -^_ 

in Bezug auf M^ sind ^""^'i* 

X ^\} y Vit ^ ^1 ; 

also sind die Coordinaten von J^ in Bezug auf M^ 
dagegen werden die von in Bezug auf il/, 
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1 r y 1 r iTj. 

- r — cos § , "TT ^ — cos « , — r — cos ? , 

indem cos (PJtix Q) = —' Folglich sind die Coordinaten von M in Bezug 

auf 

1 r« . - 

X — x^ — _ -- cos I , u. 8. f., 

d. h. proportional den Grössen Ay B^ C, 

§.44. 

Dieselbe Construetion g^ebt die Bichtung der Kraft, welche ein 
magnetisohes Moleoül auf eine magnetisohe Masse ausübt. 

Merkwürdiger Weise erhalten wir durch dieselbe Ck)nstruction die 
Richtung der Kraft , welche ein magnetisches Molecül mit der Axe n, 
an der Stelle x^; y^, z^ auf eine magnetische Masse an der Stelle 
Xy y, z ausübt. 

Das magnetische Molecül bestehe aus den magnetischen Massen 
+ |[ij an der Stelle (Xj, y^, z,) und — ^ty an der Stelle {x^ + *^n 
^1 + ^yi, ^1 + *^i), wo 
8x^ = — cos I, . dn^, dy, = — cos ly, . dn,, öz^ «= — cosfi . du,. 

Die Richtung von — fi^ nach -^ ^i, die Axe des magnetischen Mole- 
cüls, fällt dann zusammen mit der Richtung n, , sobald wir ön^ einen 
positiven Werth geben. An der Stelle (o?, y, z) befinde sich femer 
die magnetische Masse fi. Dann hat die von der Masse fc, auf die 
Masse jii ausgeübte Kraft die Componenten 

r« r ' r« r ^ r* r« ' 
hieraus folgen die Componenten der Kraft , welche die Masse — fi^ 
auf H ausübt; indem wir statt x^J y^, z,, r 

x^ + ÖXi, yi + dyi, z^ + ^z^, r + ör 
setzen und das Vorzeichen umkehren. Nehmen wir die Summen, so 
erhalten wir als Componenten der Kraft^ welche das magnetische 
Molecül auf die magnetische Masse ausübt, 


A*3 


• {da;, + 3 ^''- - ?'^ dr\ , u. s. w. , 


wo dr=— {(x — a;,)da;, + (y - y,) dy, + (z— z,)dz,}, 
oder, wenn wir die Werthe für da;,, dy,, dz, einsetzen, 


JC08|.-^^1^-^ 


^ ^—^l *« .. u. s. w. 


Die drei Componenten sind also den Werthen der Determinanten 
A^ B, C proportional, und demnach fällt die Resultante zusammen 
mit der Directrix. 
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§. 45. 
Darstellung der Determinanten als Differentialquotienten 

einer Function. 

Aus dieser Analogie ziehen wir den Schluss^ dass die Determinan- 
ten des unendlich kleiueu geschlossene!] Stromes in Bezug auf die 
Stelle (Xj y, z) als die Dilferentialquotienten eiuer Function von (x, 
y, z) nach diesen drei Variabein darstellbar seien; denn es gilt das 
für die Componenten der magnetischen Wirkung; diese sind den Diöe- 
rentialquotienten eines Potentials entgegengesetzt gleich. 

Nun ist auch 

.^-- — 3 ^^ ?' {(x - o:,) cos §j + (y — y^) cosi^j + {z — z^) cosf, } 




'.\ 


{X — Xf) C03g, + (1/ — 1/,^ COS /?, + (z — z^) cos ^1 


u. s. w. 


und wir finden 


ClX, a) 


i.Pt 


'^~ "2^t dx' 




1 T 

2 ' dz 

Endlich muss noch die Grösse unter den DiiTercntialquotienten als ein 
Differentialquotient nach der Normale w, des unendlich kleinen Stromes 
darstellbar sein. Denn es ist das Potential des magnetischen Molecüls 
auf die magnetische Masse dem Ausdruck proportional 

r. 1 


rn, 


Wir haben auch, wenn r die Richtung von dem Orte (j;,, y,, Zj) nach 
dem Orte (x, y, z) bezeichnet, woran wir immer festhalten, 




indem 


also 


CXx 


^^— cos^„ 52;=^^^^t, 




COS f , , 


dx^ 


CPt 


CZt 


er 


Folglich können wir die Determinanten des unendlich kleineu Stromes 
in der Form darstellen: 


Heu m ABB, Vorlesongen Ubor clfktr. Ströme. 


9 
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(IX, b) 


A = 


ß-^ 


C = 




.^; 

1 

2 

^, 

r" -> — 

1 
2 

^1 

.. 1 

dy ' 

1 
2 

^1 

dz ' 


oder auch, da die beiden Differentiationen von einander unabhängig 
sind, in der Form 


(IX, c) 


^X — Xi 

_ 1 ^~:r^~ 

. y-yt 

1 r» 

2 ' p»i| 


A? -^ 2r< 


1 


1 , " r» 


^1 -^i- • 


2 * cn^ 

Hieraus erhalten wir die Componenten der Wirkung, welche der 
unendlich kleine geschlossene Strom X, auf das Stromelement ds aus- 
übt, in einer viel einfachem Form; Wir wollen diese Componenten nun 
mit Xx,,d», Yi^^day Zi^^a, bezeichnen und finden, da 

Xi^^ ds=Jj\ {Cdy — Bdz), u. s. w. 

d i{z — ei)dy — iy — yy)dz\ 




(X) 


^li,d* — ö ^^l^l b 


c i{x — Xi) dz— (« — «,) dx 


ni i 


\- 


■7 * v; 1 2 ( (y — yi) <*«—(« — «i)«*»» 

§.46. 

Componenten der Wirkung, welche ein unendlich kleiner go^ 
schlossener Strom auf einen andern unendlich kleinen gesohloaaenen 

Strom ausübt. 

Diese einfachen Formeln setzen uns in den Stand, schliesslich 
auch noch die Wirkung zu bestimmen, welche ein unendlich kleiner 
geschlossener Strom auf einen andern unendlich kleinen geschlossenen 
Strom ausübt. 

Es sei ds das Element eines unendlich kleinen geschlossenen Stro- 
mes, welcher die Flüche l umkreist; wir erhalten dann durch Inte- 
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gration über diesen geschlossenen Leiter s die Gomponente der Kraft, 
welche der Strom A, auf den Strom k ausübt^ 

Nun haben wir aber oben gefunden, dass 


/ « X ^ Xf 

c 


folglich muss auch sein 


./ 


1*1 — «I djf — {yy—y)dz ^^ __ 




dn 


vreun n die Normale auf die Ebene des Stromes k bezeichnet. Mithin 
ergiebt sich 


(XI) 


Xx„i= \jh^K y^^^^ 


^a.,^ = Y.;7i kki ^^^^^ , 




Die Ausdrücke, welche unter den doppelten Differentialquotienten stehen, 
können noch als Diiferentialquotienten nach x^y^z oder nach o;,, y„ 
z^ dargestellt werden; wir haben 



aj — «, r ^ T 

X o <■• » U' 3« Inf» 

r* ?a; rar, ' 

Setzen wir 

1 

(XII) 

'2 * 

so wird 


A,i"= 



"i'z 

Dass das Potential Vi^^x des einen unendlich kleinen geschlossenen 
Stromes auf den andern dem Potential eines magnetischen Molecüles 
aaf ein anderes magnetisches Molecül ganz analog ist, geht aus dem 
oben Gefundenen mit Nothwendigkeit hervor; wir wollen aber hier 
diese Analogie noch nicht weiter verfolgen. 

9* 
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§.47. 

Neuer Ausdruck für die Wirkung eines endliohen geschlossenen 

Stromes auf ein Stromelement. 

Vielmehr wollen wir die eben gefundenen Formeln zur Anwendung 
bringen , um die Wirkung eines endlichen geschlossenen Stromes zuerst 
auf ein Stromelement und dann auf einen unendlich kleinen geschlos- 
senen Strom zu berechnen. Wir beschränken ims aber auf die Betrach- 
tung des einfachen Falles, wo alle Strom curven in einer Ebene liegen. 

Der endliche geschlossene Strom s^ liege in der (a;, y)-Ebene; wir 
lassen ferner die z-Äxe mit seiner positiven Normale zusammenfallen. 
Das Stromelement ds, auf welches die Wirkung ausgeübt werde, liege 
ebenfalls in der (o;, y)- Ebene, zunächst ausserhalb des geschlossenen 
Stromes. Es ist dann 

-j = 0, rfz, =0, z = 0, dz = 0. 

Theilen wir ferner das vom Strom umflossene Stück der Ebene in 
unendlich viele unendlich kleine Elemente, und ist eines dieser Ele- 
mente doa^ an der Stelle o;, , y, , so haben wir an der Stelle x, , i/^ den 
Elementarstrom rfco, ; für denselben ist 

cos|, = 0, cost/i = 0, cosfi = 1, Pi = 0. 

Demnach werden die Determinanten desselben an der Stelle (o:, y) 

WO 

r2 = (a; — a;,)2 + (y - y,)2, 
und die Componenten der Wirkung 

y = + ym^ö), -3-, 

Folglich steht die Kraft in der (x,^)- Ebene senkrecht auf dem Strom- 
element, und zwar liegt die positive Richtung der Kraft zu der Rich- 
tung des Stromes in ds ebenso, wie die positive Richtung y zu der 
positiven Richtung x. An Grösse aber ist die Kraft gleich 

Da alle Elementar Wirkungen hienach in dieselbe Richtung fallen, er- 
halten wir durch Integration über all die Elemente dta^ die Enfi^ 
welche der endliche geschlossene Strom auf das Stromelemeot aoflflbt» 

Durch Einführung von Polarcoordinaten mit dem Änfangspankt (;r. 




I 
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und Ausführung einer Integration wird das Doppelintegral auf ein ein- 
faches reducirt. Der Radiusvector r bilde mit der x-Axe den Winkel 97; 

dann ist 

d(o^ = rdr dq), 

und es handelt sich nur noch um die Bestimmung der Integrations- 
grenzen. Hiebei machen wir die Anuahme, jeder Itadiusvector 97 
schneide die Stromcurve 
höchstens zweimal in den 
Absenden r, und r, von 
der Stelle {x, y); dann 
sind Ti und r, gegebene 
Functionen von 9, und wir 
haben zuerst in Bezug auf 
r von T) bis Tj, dann in 
Bezug auf 9 von 97, bis g).^ 
zu iutegriren, wo 97, und • 

gp, die Richtungen bedeu- 
ten, in welchen der Radius- 
vector die Stromcurve be- ^ 
rührt*). Wir erhalten so tig 5,, 

^ "drd(p 



\ 






Ä= \Jj^<^'jj 


r* ' 


Vi 

und wenn wir die Integration in Bezug auf r ausführen, 

Vi 

Um die letzte Integration auszuführen, muss die Strouibahn gegeben sein. 
Der Werth von R folgt direet aus den früher aufgestellten For- 
meln. Wir hatten für die Determinanten eines endlichen geschlossenen 
Stromes l i\z -z^dy^- {y^ y ,) d r, 

n 1 l*{x — Xx) dz^ — (z - r,) dXf 




f 


iy—y\^dxy — (x — xx)dyy ^ 


rz > 


« 


in dem vorliegenden Falle aber ist zu setzen 


*j DasB die Umformung auch dann gilt, wenn die Stromcurve vier, sechs 
u. 8. w. Mal von einem Riidiusvcctor geschnitten wird , ist leicht nachzuweisen. 
Man kann immer den gegebenen Strom in eine endliche Anzahl von geschlossenen 
StrOmen zerlegen, so dass für jeden dieser letztern die Annahme erfüllt ist; nimmt 
man schliesslich die Summe, so bleibt nur das Integral über den gegebenen Strom. 
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X — x^ = - r cosg), y — !/i = — f' sin gj, z — z, == 0, 
dx^ = cosq) dr — rsinqxiq), dy^ = sing)rfr+ r cosg)dq), dz^ = 0] 
folglich wird 


^ = 0, 5 = 0, C^^J-^- 


} 


und das Integral ist über den ganzen geschlossenen Strom zu nehmen. 
Benutzen wir also die oben eingeführte Bezeichnung, so wird 


^=T/fe-^,)^- 


Daraus folgt der oben gefundene Werth für R, 

Wir wollen als Beispiel den Fall berechnen, wo die Stromcurve 
ein Kreis ist von dem Halbmesser R^ . Die Stelle (o:, y) liege in 
der Entfernung E vom Mittelpunkt des Kreises, und wir lassen die 
a;-Äxe mit der Richtung nach diesem Mittelpunkt zusammenfallen. 
Wir haben dann 

r, = E to^cp — V R^^ — E^ sin^ q> , 

rj == E cos (p + ;/ R{^ — E^ sin'^ q> ; 
folglich 

R = W-Rt I VRt^ — E^ sin2 9? d(p . 

Vi 

Nun ist aber 

9>2 = — 9^1 = arc (sin = -^\ 


Setzen wir also 


so wird 


sm (p = jj^, sin ^, A- = ^j , 


^ = >^i.% j Vi -^^ -^^ - Ki^^^}''*- 



Die Wirkung ist bestimiut durch die vollständigen elliptischen Inte- 
grale der ersten und der zweiten Gattung. 

Wir wollen nun auch den Fall behandeln, wo das Element ds 
innerhalb des geschlossenen Stromes s^ liegt. In diesem Fall iat die 
untere Grenze r^ =* 0, und der Werth der resultirenden Kraft wird 
unendlich, wenn wir die obige Formel zur Anwendung bringen. Allein 
diese Anwendung wäre ganz ungehörig; denn wir haben bei Ableitang 
der Formel angenommen, die Dimensionen der Elementarströme seien 
gegen die Entfernung r unendlich klein. 

Um unsre Formeln auch in diesem Falle zur Anwendung zu bringen 
schliessen wir das Element ds durch einen Kreis aus, dessen Halb- 



\ 



\ 



y / 
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messer ^ zwar sehr klein sei, aber doch unendlich gross gegen die 
DimensioHen der Elementarströme; in dem Kreise fliesse ein Strom 
derselben Starke, aber entge- 
gengesetzter Richtung 7 wie in 
S| . Dann gelten unsre Formeln 
fOr alle Elementarströme zwi- 
schen dem Kreise ^ und der 
Curve «, , und wir finden so 
die Wirkung des Stromes y, in 
der Curve s^ und eines Stromes 
von gleicher Siärke, aber von 
entgegengesetzter Richtung in 
dem Kreise ^. Wir müssen 
also, um die Wirkung des Stro- 
mes y, in der Curve «, zu er- 
halten, noch die Wirkung hinzu addiren, welche ein Strom ausübt, 
der in derselben Richtung durch den Kreis fiiesst. Die Componenten 
dieser letztern Wirkung seien Q^ und Q^, Dann werden die Compo- 
nenten der Wirkung, welche der geschlossene Strom 5, auf das Strom- 
element ds ausübt, 

^ = - k^J^^yj'^P- + i»- = - l^v. rfy J(i -j)äv-\-Q., 

WO r die Entfernung des Elementes ds von einer Stelle des Stromes 5, 
bezeichnet, und wo die Integrale in Bezug auf q> von 9) = bis 9) = 27r 
zu nehmen sind, jetzt unter der wieder niclit wesentlichen Voraus- 
setzung, dass eine von ds aus gezogene Gerade die Stromcurve Sy nur 
einmal schneide*). 

Um die Werthe von ()j. und Qy zu berechnen , gehen wir auf den 
ursprünglichen Ausdruck für die Wirkuug zweier Stromelemente auf 
einander zurück: 


jj\ äs 

In unserm Falle ist 


siu & sin ^, cos ij — cos Q^ cos 9^\ 


9 


(fSi . 


0, r = Qy dSy=Qdq)^ 


wenn ß den Winkel bezeichnet, den das Stromelemeut mit der x-kxe 
bildet; die Richtung der Wirkung ist die des Radiusvectors q'^ folglich 
wird 


*) Siehe die Anmerkung S. 133. 
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33\ ds 





I sin {ß — (p) cos (pd(py 


oder 


27t 

(Xj = ^k.^-1 Ain {^ -r 9)) ^mtpdtp 




y* =yyi ^5 sin 13 ^ = 2 M ^y / 


3jr 


2]( 


Oy = — 771 ^*' COS j3 ^- = - i-^yj rfo; r~'' . 



Somit heben sich aus den Werthen X und Y die Glieder, welche von 
der untern Grenze ^ herrühren, gerade weg, und wir finden 

Es gilt also der folgende Satz, mag das Stromelcment ausserhalb 
oder innerhalb des geschlossenen Stromes liegen: 

Ein ebener geschlossener Stiym *•, übt auf ein Stromeleuieut d$ 
eine Wirkung /?,,,<?, aus, deren Richtung auf dem Element seukrecht 
steht, und deren Grösse durch das Integral bestimmt wird 

das Integral ist über die ganze Stronicurve zu nehmen in der Rich- 
tung der positiven Strömung, und die Kraft ist in derjenigen Richtung 
positiv gerechnet, in welche das Stromelement ds durch eine Drehung 

um •- im Sinne des Stromes j\ übergeführt wird. 

§. 48. 
Wirkung oinos endlichen geschlossenen Stromes auf einen unendlich 

kleinen geschlossenen Strom. 

Wir wollen nun auch die Formeln (XI), S. 131, welche die Wir- 
kung zwischen zwei unendlich kleinen geschlossenen Strömen geben, 
zur Berechnung der Wirkung benutzen, die ein endlicher geschlossener 
Strom s^ auf einen unendlich kleinen geschlossenen Strom X ausübt; 
die beiden Ströme sollen wieder in derselben Ebene liegen. Wir er- 
halten dann durch nochmalige doppelte Integration die Wirkung eines 
endlichen geschlossenen Stromes auf einen andern. 

Wir hatten: 
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X "~" «c j 


1 . . " r' 

1 .. ,, ^'-^-' 


Im vorliegenden Falle ist aber 


n = z , n| =» z, , 


und nach Ausfahrung der Differentiation haben wir z und z, null zu 
setzen. Wir finden so 

^ii,i = — Y ^^1 ^^1 -75— > 

F, , = — A // j 3 ?^y 

und es folgt daraus für die Kraft, welche der unendlicli kleine ge- 
schlossene Strom Aj auf den andern X ausübt , der Werth 

3 . . 1 

Diese Kraft hat die Richtung von A, nach A, so dass die Ströme k 
und 1, sich abstossen umgekehrt proportional der vierten Potenz der 
Entfernung. 

Nun wirke ein endlicher geschlossener Strom s^ . Wir zerlegen die 
vom Strom umflossene Flache iu Elemente, so dass 

Aj = r dr d(py 

x, — X == r cos 9 , y^ — y = r sin (p, 

und erhalten für die Componenten der Wirkung 

V 3 .. , f* /*coüw dw dr 

X YJJ^^JJ r' -' 

ir 8 .•,- 1 r /' ein <p dcp dr ^ 

folglich, wenn wir wieder die Grenzen mit r, und r^ bezeichnen, 

X = l JJ\ ^ I {^~ r,*) ^^^ 9" '^'' ' 

Die weitere Integration lässt sich nur ausführen, wenn die Strom- 
curve gegeben «ist. 

Liegt der unendlich kleine geschlossene Strom k innerhalb des 
endlichen geschlossenen Stromes s^^ so dürfen wir diese Gleichungen 
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nicht unmittelbar zur Anwendung bringen. Wir beschreiben wieder 
einen kleinen Kreis von dem Halbmesser q um die Stelle X und zer- 
legen zunächst die Ebene zwischen dem Kreise q und der Stromcurve 
5, in Elemente; die untere Grenze von r ist dann r, = (». Nun ist aber 

fcosfp d(p = , y*8^" g> dtp ^= , 

weil die Integrale von qp = bis (p = 2% zu. nehmen sind. Ferner 
sieht man sofort ein, dass ein Kreisstrom auf einen in seinem Mittel- 
punkt gelegenen unendlich kleinen Strom keine Wirkung ausübt. Folg- 
lich finden wir allgemein 

3 ... /*C08 qp d(p 


x = 


r« 




für die Componenten der Wirkung, welche ein ebener geschlossener 
Strom auf einen unendlich kleinen geschlossenen Strom in derselben 
Ebene ausübt. Die Integrale sind im Sinne der positiven Strömung 
über die ganze Stromcurve zu nehmen, und r bezeichnet den Abstand 
der Stelle X von einer Stelle des wirkenden Stromes. 

§.49. 
Wirkung eines Solenoids auf ein Stromelement. 

' Wir machen noch eine weitere Anwendung der Formeln (IX) 
(S. 129 u. 130) für die Wirkung eines unendlich kleinen Stromes auf 
ein Stromelement, vielleicht die wichtigste; denn sie führt uns unmit- 
telbar zu Amperes Vorstellung über das Verhältniss des Magnetis- 
mus zur Elektricität. 

Ampere versteht unter einem Solenoid ein System von unend- 
lich kleinen gleichen Strömen, deren Ebenen auf einer beliebig ge- 
gebenen Curve senkrecht stehen, der sogenannten Leitcur-ve oder 
der Axe des Solenoids, und zwar sollen die Ströme in gleichen 
unendlich kleinen Abständen stätig auf einander folgen, wenn wir auf 
der Leitcurve fortschreiten. Somit können wir uns das Solenoid als 
eine Spirale von unendlich nahen Windungen denken, welche auf einer 
die Leitcurve umgebenden Röhrenfläche constanten Querschnitts fort- 
läuft und von einem Strome durchflössen ist, oder wir können uns 
auch die Röhrenfläche durch Querschnitte in unendlich kleine Ringe 
zerlegt und diese von gleichen Strömen durchflössen denken. Die bei- 
den Enden der Axe heissen die Pole des Solenoides, welches be- 
grenzt ist, oder einerseits unbegrenzt, je nachdem die beiden Pole im 
Endlichen liegen, oder der eine im Unendlichen. Es qiuss ferner die 
eine Richtung in der Leitcurve als die positive definirt werden; dies 
sei diejenige, welche nach links führt, wenn wir uns in dem Strome 


hJ 
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schwimmend denken, das Gesicht nach der Axe gekehrt, und der Nord- 
pol soll auf der positiven, der Südpol auf der negativen Seite liegen. 
Wir suchen zunächst die Determinanten eines Solenoides an der 
Stelle (a;, y, z). Es bezeichne jetzt s^ den Bogen der Leitcurve, also 
— dsy die Richtung der Normale an den einen der unendlich kleinen 
Ströme, der an der Stelle s^ liegt. Ist dann i, die vom Strom um- 
flossene Fläche , so sind die Determinanten des unendlich kleinen Stro- 
mes an der Stelle (o;, y, z) [ül. (IX, c) S. 130] 

jf t_ , d X — Xj 

»'= ^ } ^ y ~y' 

^ T'^1 'cs\ r' '> 

/T ^ 3 ^ Z — Zx 

Nun enthalte die Längeneinheit der Solenoidaxe die Anzahl a^ un- 
endlich kleiner Ströme; dann kommen auf das Element ds^ a^ds^ sol- 
cher Ströme; wir erhalten daher die Determinanten des Solenoides an 
der Stelle (a;, y, z), indem wir die Werthe von A\ B\ C mit a^ds^ 
multiplicireu und in Bezug auf ds^ vom Südpol zum Nordpol integriren; 
«1 und Aj sind nach der Annahme constant. Folglich werden die De- 
terminanten 


z?= 


^ „ i (y-y\ y-yu\ 


wo jetzt j;, , yy, z, , r, auf den Nordpol, x,,, y,^, z,j, r,, auf den Süd- 
pol des Solenoides sich beziehen. 

Demnach sind die Determinanten des Solenoides ganz unabhängig 
von der Form der Axe und allein abhängig von der Lage ihrer End- 
punkte, der Solenoidpole. 

Wir nehmen gleich an, das Solenoid sei unbegrenzt; es habe 
einen Pol im Punkte x^^ yj, z,; der andere liege im unendlichen; 
dann sind die Determinanten 


(XIII) 


^ = ±-.7 «,^1 ''"''' 


1 


^ = 4--« X '^"^J 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem der 
betreffende Pol ein' Südpol oder ein Nordpol ist; die Entfernung die- 
Poles von der Stelle {x, y, z) ist nun einfach mit r bezeichnet. 
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Die Directrix ivird in diesem Falle 

und ihre Richtung fallt in die Verbindungslinie r; die Grösse der wir- 
kenden Kraft ist 

B =jjil) sin(/>, ds), 

also B = ^jJi «1 A, - " ^^,' -^- ds , 

und sie wirkt senkrecht auf die Ebene, welche durch den Pol und 
das Stromelement gelegt wird. 

§.50. 

Ersetzung eines Magnets durch ein Solenoid. Amperes Theorie 

des Magnetismus. 

Folglich ist die Wirkung eines Solenoidpoles der eines Magnet- 
poles ganz analog; nach dem Biot-Savartschen Gesetz (S. 17) übt 
die magnetische Masse ^i au der Stelle {xi , y^, z^) auf das Stromelement 

ds die Kraft 

. 8in(r, ds) , 
Jti^^ds 

aus, senkrecht auf die Ebene, welche durch die Stelle (x, , y, , z^) und 
das Stromelement bestimmt wird. Die Kräfte sind also an Grösse 
gleich, wenn wir setzen 

und die Kichtungslinien fallen zusammen. Was endlich den Sinn be- 
triflPt, in welchem die Kräfte wirken, gilt Folgendes: 

Die Richtung der Kraft, welche der Solenoidpol auf das Strom- 
element ausübt^ wird eindeutig bestimmt durch ihre Componenten 

X^jj.iCdy-Bdz), 
u. s. w.; 

wir haben somit, wenn der Pol ein Nordpol ist, 

^ 1 . , . (x^Xi)de — (z — ei)dx 
^= — Y^'^iVi JJ- y 

Folglich steht die Kraft ebenso senkrecht auf den Richtungen {x — Xi, 
f/ — yj, z — r,) und ds, wie die z-Axe auf den Richtungen x und y. 
Denken wir uns also in dem Strome schwimmend, das Gesicht nach 
dem Pole gekehrt, so wird das Stromelement nach rechts getrieben, 
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und wenn ein Solenoidsüdpol wirkt, so ist die Richtung die ent- 
gegengesetzte. Erinnern wir uns aber an die Ampere sehe Regel 
(S. 4); so gilt genau dasselbe von einem magnetischen Nordpol und 
Südpol. Folglich entspricht der Nordpol eines Solenoids, wie wir den- 
selben definirt haben , einem magnetischen Nordpol, der Südpol eines 
Solenoids einem magnetischen Südpol. 

Kann also ein Magnet ersetzt werden durch zwei magnetische Pole 
mit den Massen zhl^if ^^ kann an die Stelle eines solchen Magnets 
anch ein Solenoid gesetzt werden, dessen Pole mit den Polen des 
Magnets zusammenfallen, und dessen Constanten a^^ ^\j j\ ^^ gewählt 
werden, dass 

Liegen die Magnetpole einander unendlich nahe, so haben wir ein 
magnetisches Molecül, und das Solenoid wird unendlich kurz; seine 
Axe fallt mit der magnetischen Axe des Molecüls zusammen; somit 
können wir uns einen Magnet statt aus magnetischen Molecülen aus 
unendlich vielen solcher unendlich kurzen Solenoide zusammengesetzt 
denken. 

Dies führt uns unmittelbar zu der Ampereschen Theorie des 
Magnetismus. 

Ampere denkt sich jedes Eisen- oder Nickeltheilchen, u. s. w., 
auch im natürlichen, nicht magnetischen Zustande, von elektrischen 
Strömen umflossen; im natürlichen Zustande haben die Axen dieser 
Strome alle möglichen Richtungen; der Akt der Magnetisirung be- 
steht darin, dass die Axen ein und derselben Richtung, der magne- 
tischen Axe des endlichen Magnets, zugeführt werden. Dieser Auf- 
fassung nach unterscheiden sich diamagnetische Körper in ihren 
Erscheinungen von den magnetischen, weil in jenen nach dem Princip 
der Induction elektrische Ströme erzeugt werden; wird einem diamagne- 
tischen Molecül ein Magnet genähert, so erzeugt dieser in jenem einen 
elektrischen Strom, welcher durch Entfernung des Magnets wieder 
aufgehoben wird. 

Diese Amperesche Theorie des Magnetismus giebt eine sehr 
natürliche Erklärung der beobachteten Thatsache, dass der Magnetis- 
mus nicht beliebig kann vermehrt werden. Haben einmal die Nor- 
malen aller Ströme ein und dieselbe Richtung, so kann die Stärke des 
Magnets auf keine Weise vergrössert werden; es giebt ein Maximum 
der Magnetisirung. Diese Thatsache ist nach derjenigen älteren Vor- 
stellung nicht gut erklärbar, welche eine Scheidung neutraler magne- 
tischer Flüssigkeit annimmt; denn die Menge dieser neutralen Flüssig- 
keit kann nicht wohl begrenzt gedacht werden. 


J 
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§51. 
Wirkung zweier Solenoide auf einander. 

Nun fragt sich aber, ob diese Ersetzung der Magnetpole durch 
Solenoidpole die sämmtlichen magnetischen Wirkungen erklärt. Denn 
neben den Wirkungen von Magneten auf elektrische Ströme haben wir 
die Kräfte, welche Magnet« auf einander ausüben, und wir müssen 
daher noch untersuchen, ob zwei Solenoidpole auf einander gerade so 
wirken, wie zwei magnetische Massen auf einander. 

Wir berechnen daher zunächst die Wirkung, welche ein Solenoid 
auf <ein auderes ausübt. Zu diesem Ende gehen wir auf die Gleichun- 
gen (XI) i^S. 131) zurück, welche die Wirkung eines unendlich kleinen 
Stromes auf einen andern unendlich kleinen Strom bestimmen. Hienach 
besteht die Wirkung des unendlich kleinen Stromes X, an der Stelle 
^ij y\y ^1 ^^f ^^^ unendlich kleinen Strom k an der Stelle x, y, z 
in einer Kraft, welche au dem Strome l angreift, und die Componen- 
ten dieser Kraft sind 


(^ 


1 . . ^ fS 

ri..a= ^^y^i^^i ^^Xnt~ 


a» 


r— r, 


wo c'fi und rn, die positiven Normalen der beiden unendlich kleinen 
J>trome bezeichnen. 

Nun seien die Pole des einen Solenoides a und b^ die Pole des 
andern a, und ^| ; die positiven Richtungen der Leitcurven gehen Ton 
a nach b und von a, nach &, ; die Elemente seien ds und ds^J die Coor- 
dinaten der Stellen (.r, y, r) und (xj, yj, z,), die der Pole (x', y', jr'), 
(x'\ y", z"\ (a*,', y/, :^\ (•r,",y, \ z^'\ Die Constanten der beiden Sole- 
noide endlich wenlen mit a, i, ^unda,, X,,y, bezeichnet. Dann sind 
die Componenten der Kraft, welche das Solenoid i/,^, auf das Solenoid 
ab ausübt, 

V = Ij^n, aaJJ ^^J^-- dsds, , 




^'= ^JJ\*^^\ «f«i / / /:;,/< ^^^'^i y 


•/* ■--• 
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Wir könueii die beiden Integrationen sofort ausführen und erhalten, 
wenn die Entfernungen aa^, ab^, ha^, bb^ mit r,,,, r^,^^ '*2m> ^'iyi 
bezeichnet werden, 

■mm 1 ■ • . . { CC — SC* I X — CC\ X ^~ Xl X X* I 

- y ^\ti ^t>t ^ift M»i i 

* l Mll ^tyt M»t MM ' 

Hieraus folgt, dass die Kraft, welche ein Solenoid auf ein anderes 
aasübt, allein abhüugt von der Lage der Pole. Ferner stosseu gleich- 
namige Solenoidpole sich ab, ungleichnamige ziehen sich an. Endlich 
wirken die Kräfte in den Verbindungslinien der Pole, und ihre Grösse 
ist dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional. Lassen wir 
die beiden Südpole b und b^ ins Unendliche fallen , so bleibt als Wir- 
kung zwischen den beiden Nordpolen in der Entfernung r 

und rergleichen wir diese Wirkung mit der Kraft, welche zwei Magnet- 
pole mit den magnetischen Flüssigkeiten ft und |ii, in derselben Ent- 
fernung auf einander ausüben, nämlich 

so findet vollständige Uebercinstimmung statt, wenn wir setzen 
folglich 

§. o2. 

Beatimmiing der zu Grunde gelegton Einheit in der Biot- 

Savartsehen Formel. 

Vergleichen wir diese Relation mit der früher gefundenen (S. 141), 
so stoBsen wir auf eine Schwierigkeit. Wir haben, um einen Magnet- 
pol bezüglich seiner Wirkung auf ein Stromelement durch einen Sole- 
uoidpol zu ersetzen, die Relation erhalten 

während wir letzt statt des Factors — den Factor -- setzen müssen, 

" r 2 

um die Wirkung zwischen zwei Magnetpolen der Wirkung zwischen 
zwei Solenoidpolen an Grosse gleich zu erhalten. Dieser Widerspruch 
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lässt sich formell leicht beseitigen; wir brauchen bloss in der Biot- 
Savartschen Formel, welche die Wirkung eines Magnetpoles (i auf 
ein Stromelement ds bestimmt (vergl. S. 17, 140), dem Nenner den 
Factor J^ hinzuzufügen; die UebereinstimmuDg ist dann vollständig 
hergestellt. 

Allein diese Einfügung des Factors y-i muss gerechtfertigt werden; 
gelingt das nicht, so wird die Amperesche Theorie des Magnetismus 
umgestossen; dagegen liefert die Rechtfertigung einen schonen Beweis 
für die Richtigkeit der Ampereschen Vorstellung. 

Wir sehen sofort ein, dass das bisher Beigebrachte zur Entschei- 
dung der Frage nicht ausreicht; es müssen die verschiedenen Wirkun- 
gen in Bezug auf ihre Grösse mit einander verglichen, folglich alle 
Kräfte in ein und ^lemselben Maass gemessen werden. 

Wir hatten zunächst die Wirkung zweier Stromelemente ds und 
ds^ auf einander dargestellt durch den Ausdruck (Gl. (I), S. 102) 

(1) M^, = — ~* - * * (sin O sin O, cos ri — ^ ^^^ ^ ^^^ ^i) ; 

wo alle Grössen die im Vorhergehenden angenommene Bedeutung haben. 
Einen Constanten Factor brauchen wir nicht beizufügen, indem wir 
aus diesem Ausdruck die Einheit der Stromstärke bestimmen, d. h. in- 
dem wir die Werthe von j und ^, so annehmen, dass der Factor 1 
wird. Dies führt zu dem folgenden Resultat: 

Da wir uns bestimmte Einheiten der Länge, der Zeit und der 
Masse zu Grunde gelegt denken, ist für die Wirkung w^, welche einer 
bewegenden Kraft äquivalent ist, ein Maass festgesetzt; die Wirkung 
ist gleich 1 , wenn sie der Einheit ponderabler Masse die Beschleu- 
nigung 1, also während der Zeit 1 wirkend die Geschwindigkeit 1 
ertheilt. Nehmen wir nun an, dass die beiden Elemente in einer Ebene 
senkrecht auf ihrer Verbindungslinie liegen und die Ströme in paral- 
lelen Richtungen fliessen, so ist 

cos O = cos d, = , sin d = sin ^j = 1 , cos iy = 1 , 

und wir finden 

Setzen wir noch J = j\ , so können wir die Einheit der Stromstärke 
folgendermaassen definiren : Wenn zwei Elemente von der Länge 1 in 
der Entfernung 1 parallel und senkrecht auf ihre Verbindungslinie 
aufgestellt sind, und wenn durch beide der Strom j in derselben Rich- 
tung fliesst, so ist die Stromstärke der Einheit gleich, falls die Wir- 
kung gleich 1 ist. 

Damit sei das Maass der Stromstärke ein für alle Mal festgestellt. 

Wir haben zweitens die Wirkung zwischen zwei Magnetpolen mit 
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den freien magnetischen Flüssigkeiten fi und ftj in der Entfernung r 
gleich gesetzt 

(2) «»a = ^^ . 

Aus diesem Ausdruck folgt das Maass für die magnetische Flüssigkeit. 
Denken wir uns in zwei Stellen, welche in der Entfernung 1 von 
einander liegen, die Einheit magnetischer Flüssigkeit enthalten ^ so 
muss die Wirkung gleich 1 sein. 

Wir betrachten drittens die Wirkung zwischen einem Magnetpol 
und einem Stromelement; dieselbe ist nach dem Biot-Savartschen 
Gesetz 

(3) w, = X Mii:^^^Ao) . 

Hier darf nun der Factor x nicht gleich 1 gesetzt werden; denn wir 
haben für die Grössen j und ft eben ein Maass festgesetzt, und wir 
müssen diese Maasse beibehalten. 

Es handelt sich also darum, die Wirkung w<^ zu messen; hieraus 
folgt dann der Werlh von x, wenn j und ^n bekannt sind; um aber 
diese letztern zu finden, müssen die Wirkungen w^ und w^ gemessen 
werden. Folglich kommt es darauf an , die dreierlei Wirkungen mit 
einander zu vergleichen; so wird der Factor x bestimmt, und es fragt 
sich dann, ob der empirisch gefundene Werth wirklich der aus der 

Ampere sehen Theorie des Magnetismus folgende, l/— , ist. Nach 

den genauesten bisher angestellten Versuchen ist diese Frage zu be- 
jahen; die Amperesche Theorie stimmt also mit der Erfah- 
rung überein. 

Wir geben hier nur eine schematische Uebersicht über den Ver- 
lauf der Beobachtungen; die Messungen sollen mit einer sehr empfind- 
lichen Waage vorgenommen werden. 

Im ersten Fall wird an 
dem einen Hebelarm ein 
Drahtring horizontal aufge- 
hängt, an dem andern Hebel- 
arm ein Gegengewicht; un- 
ter dem Drahtring befindet 
sich ein zweiter, ebenfalls 
horizontal gestellt und so, 
dass die Mittelpunkte beider 
Kreise in derselben Verti- Pig.53. 

calen liegen; durch die beiden Ringe kann ein Strom geleitet werden. 
Geschieht dies, und fiiesst in beiden Ringen der Strom in derselben 

Neumann, Vorlesungen über clektr. Ströme. 10 
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Richtuug, so muss ein weiteres Gegengewicht G^ in die Waagschale 
gelegt werden, damit die Waage ihre ursprüngliche Lage behalte. 

Die zweite Beobachtung geschieht in der Art, dass die beiden 
Kreisströme durch Magnete ersetzt. werden, deren Axen vertical stehen; 
das jetzt anzubringende Gegengewicht sei G^, 

In der dritten und vierten Beobachtung wird der zweite Draht- 
. ring durch den einen und durch den andern Magnet ersetzt; die jetzt 
anzubringenden Gegengewichte seien G^ und G^. 

Die Grössen G sind bestimmte Gewichte; sie messen die Wirkungen 
in den vier Fällen, und der Factor x, welcher in das Biot-Savart- 
sche Gesetz einzuführen ist, lässt sich durch die Werthe G ausdrücken. 

In Wirklichkeit werden die Messungen nicht mittelst einer gewohn- 
lichen W^aage, sondern mittelst einer bifilar aufgehängten Drehwaage 
angestellt, da sehr kleine Grössen genau zu messen sind; für den 
Gang der Beobachtung ist dies gleichgiltig. 

Wir gehen auf die Berechnung der Wirkung in den vier Fällen 
noch etwas näher ein , führen aber die Rechnung nicht mit derjenigen 
Genauigkeit durch, welche bei einer wirklichen Bestimmung von x 
nöthig wäre, sondern begnügen uns immer mit der ersten Näherung. 
Es soll bloss gezeigt werden, wie der Werth von x aus den Daten 
der vier Beobachtungen folgt. 

Zuerst berechnen wir die Wirkung zwischen zwei horizontalen 
Ereisströmen, deren Mittelpunkte auf derselben Yerticalen liegen. Die 
Halbmesser der Kreise seien B und B^j der Abstand ihrer Mittelpunkte 
E. Das Potential der beiden Ströme auf einander ist 


D— * V* /* / *C08 (d S, dSj 


)d8d8i ^ 


in unserm Falle ist P eine Function von £, und die gesuchte Wirkung 
wird bestimmt durch 

__ dP 

dE' 

Diese Kraft ist positiv gerechnet, wenn Abstossung stattfindet; das 
anzubringende Gegengewicht ergiebt sich demnach als 

(1) <^. = a£- 

Die beiden Ströme sollen in derselben Richtung durch die Kreise 
fliessen; ferner seien die Stelleu s und s^ auf den Kreisen bestimmt 
durch die Winkel tp und <p, , welche der Radiusvector mit einer festen 
Richtung bildet; dann wird 

U 


/ 


§. 52. Bestimmung der zu Grunde gel egteu Einheit in d Bio t-Savartsch. Formel. 147 

Der Einfachheit wegen nehmen wir an, es sei E gegen R und R^ 
ziemlich gross ^ so dass wir die Wurzelgrösse nach Potenzen von 
€^s (9> — 7|) entwickeln und schon mit dem zweiten Gliede abbrechen 
konneu; wir erhalten dann 

in in 

und nach Äusfährung der Integrationen 

Folglich wird 

oder, wenn wir jetzty =./, , R ^^ R^ setzen und im Nenner Ä* neben 
E'^ vernachlässigen, 

(2) <;, = 3«^|j>. 

Diese Formel ist bis auf den Zahlenfactor jedenfalls genau; es folgt 
daraus 

1 K^ 

und hier ist die Stromstärke j in den oben eingeführten Einheiten aus- 
gedrückt. 

Zweitens denken wir uns die beiden Kreisströme ersetzt durch 
zwei Magnete und machen gleich die folgenden Voraussetzungen: Die 
Querschnitte der beiden Magnete sollen sehr klein sein; ferner soll 
jedes Molecül so gerichtet sein^ dass seine Axc mit der Axe dös 
Magnetes zusammenfalle. 

Die Magnete seien mit ihren Axen vertical aufgestellt, das Nord- 
ende nach oben; ihre Mitten seien um E von einander entfernt; die 
Abstände eines Molecüls von der Mitte werden mit x und x, bezeichnet. 
Dann ist die Wirkung zwischen den beiden nordmagnetischen Massen 
fi und fij gleich 

Gehen wir über zu dem negativen Pol des Molecüles o;, mit der Masse 
— ft, , an der Stelle x^ — öx^, so haben wir das Vorzeichen umzu- 
kehren und statt x^ x, — d.r, zu schreiben; die Summe der beiden 
Wirkungen wird also 

_J _ 

^ '(E+x^-x)i 

Uli. 0x4 :- * 

^^' ' CXi 

Biezu kommt die Wirkung der südmagnetischen Masse — ^i an der 
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Stelle X — dXf und wir finden sofort als Summe der vier Wirkungen 
zwischen + (i und + f*i 

uu.ÖXOX» — ' ' ' —. 

^^' ' dxdxi 

Hierin bedeuten ^löx und f^i^Xi die magnetischen Momente der beiden 
Molecüle, welche wir mit m und m, bezeichnen wollen. Um die 6e- 
sammtwirkung der Magnete auf einander zu (^halten, wäre die Summe 
der Ausdrücke 

^ {E+Xi-x)* 

dxdxi ' 

in Bezug auf die sämmtlichen Molecüle m und m^ der beiden Magnete 
zu nehmen; hierin sind m und m^ unbekannte Functionen von x und 
von Xj . 

Wir berechnen wieder einen angenäherten Werth, indem wir an- 
nehmen ; die Entfernung ß sei sehr gross gegen die Längen der beiden 
Magnete, welche wir mit 2a und 2a^ bezeichnen wollen. Wir theilen 
die beiden Magnete durch unendlich nahe Querschnitte in unendlich 
kleine Elemente von der Länge dx^ dx^ ; die magnetischen Momente 
dieser Elemente seien m'dx, m^'dx^\ die Anziehung G^ wird dann 
durch das Doppelintegral bestimmt 

Qi a 


(3) G, 




2 

- üi — a 

indem oben die Wirkung positiv gerechnet wurde, wenn Abstossung 
stattfindet. Entwickeln wir nun nach fallenden Potenzen von E, so wird 

(E+Xi-x)* '^ ü;» j ^ ^ E «"1.2 E* '"] y 

und wenn wir mit dem dritten Gliede abbrechen, so ergiebt sich 

«1 a 


G2 = ~^^jCm'dx*m{ dxy , 


— Ol — a 

wo m' Function von x, m{ Function von x^ ist. Die beiden Integrale 


I m' dx und / m( dx^ 


1 

— a — ai 

sind die magnetischen Momente der beiden endlichen Magnete; wir 
bezeichnen sie mit M und M^\ dann ist 

(4) G^^l.MM,. 

Aus dieser Gleichung folgt 
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das Quadrat eines magnetischen Momentes ist also gleich dem Product 
einer bewegenden Kraft in die vierte Potenz einer Länge. 

Wir wenden uns zu der dritten Beobachtung und berechnen die 
Wirkung eines Kreisstroraes von dem Halbmesser R auf einen Magnet 
von dem Moment 31, 

Der Magnet sei senkrecht unter dem Mittelpunkt des Kreises auf- 
gestellt und die Mitte des Magnets von der Ebene des Kreises um E 
entfernt; der Nordpol des Magnetes liege oben, und der Strom fliesse 
80; dass Anziehung stattfinde; im Uebrigen gelten die früheren Be- 
zeichnungen. 

Dann übt die magnetische Masse ft auf das Stromelement Bd(p 
die Kraft aus 

indem das Stromelement auf der Verbindungslinie senkrecht steht, und 
die verticale Uomponente dieser Kraft, nach oben positiv gerechnet, 
wird 

{{E-xy+R^}'-^ ' 

Uiezu kommt die Wirkung des zweiten Poles — ^ an der Stelle x — öxj 
und die Wirkung des ganzen Molecüles auf den Kreisstrom wird 

^ OX 

Wir setzen nun wieder 

liöx = m = m' dx, 

integriren in Bezug auf x von — a bis a, und erhalten als Werth der 
Anziehung in diesem Falle: 


(5) 


" 1 

[(E-xY+E^y^* ., 
-' -- .— — - — mdx. 


— a 


Wir entwickeln die reciproke dritte Potenz der Entfernung nach stei- 
genden Potenzen von Xy brechen mit dem zweiten Gliede ab, 

und erhalten 

OnnjR^E 

3 


^, = 


{E^+R^) 


Er,. 

,Jm dx, 


— a 


\ 
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also, wenn wieder M das Moment des Magnets bezeichnet und R neben 
E vernaclilässigt wird, 

(6) G^ = - j^^ M, 

Durch Einführung des andern Magnets mit dem Momente M^ er- 
halten wir endlich die Wirkung in dem vierten Falle 

Nun folgt aus den Gleichungen (6) und (7) 

dagegen aus den Gleichungen (2) und (4) 

G,G, = 'dn'^^,p.-^,MM^', 


mithin ergiebt sich 


2 ^^ J_ 6rj Gi 


2 G,G^' 
Zeigen also die Messungen, dass 

^1 ^2 = ^3 ^4 ? 

so wird X = — _= , 

Vi 

und die Amperesche Theorie des Magnetismus steht mit der Erfahrung 

in Einklang. 

Die wirklich angestellten Beobachtungen haben zu diesem Resultat 

geführt; dasselbe macht eine kleine Modification nöthig in all den 

Formeln, welchen das Biot-Savartsche Gesetz zu Grunde gelegt ist; 

es muss der Factor — hinzugefügt werden. Dies kommt namentlich 

da in Betracht, wo Wirkungen von Strömen auf Ströme mit denen von 
Magneten auf Ströme verglichen werden. 

§.'53. 

Wirkung eines gesohlossenen Stromes auf ein Solenoid und 

Bestimmung des Angriffspunktes. 

Wir haben schliesslich noch einen sehr wichtigen Punkt zu unter- 
suchen in Bezug auf die Amperesche Vorstellung von dem Magnetis- 
mus; er ist entscheidend für die Beantwortung der Frage, ob an die 
Stelle einer magnetischen Masse schlechtweg der Pol eines Solenoides 
kann gesetzt werden. Wirkt nämlich ein geschlossener Strom auf ein 
unbegrenztes Solenoid, so ist durch die vorhergehenden Entwicklungen 
nicht nachgewiesen, dass diese Wirkung in einer Kraft besteht, welche 
an dem Pol des Solenoides angreift; denn wir haben bisher ,nur die 
Richtung und Grösse der resultirenden Kraft bestimmt, niemals iht^ 


/ 


r 
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Lage. Diese hängt von dem resultirenden Drehungsmomeut ab, und 
es. fragt sieb, ob das Drehungsmoment verschwindet, sobald wir den 
Augriffspunkt der resultirenden Kraft in den Solenoidpol legen. Ist 
dies der Fall, so entspricht der Solenoidpol in jeder Hinsicht einem 
magnetischen Pol, d. h. einer, magnetischen Masse. 

Wir können die Frage auch umkehren: Ein unbegrenztes Solenoid 
wirke auf einen geschlossenen Strom oder auf ein System von ge- 
schlossenen Strömen ; ist diese Wirkung äquivalent einer Kraft, welche 
durch den Solenoidpol geht? Denn da nach dem Amp er eschen Ge- 
setze zwei Stromelemente entgegengesetzt gleiche Kräfte in der Richtung 
der Verbindungslinie aufeinander ausüben, und da dieses Gesetz unsrer 
ganzen Entwicklung zu Grunde liegt, ist die Wirkung des Strom- 
systemes auf das Solenoid der Wirkung des Soleuoides auf das Strom- 
system entgegengesetzt gleich; besteht also die letztere Wirkung in 
einer Kraft, deren Richtungslinie durch den Solenoidpol geht, so gilt 
dasselbe von der Wirkung des Stromsystems auf das Solenoid. 

Es bezeichne {xj t/, z) eine Stelle des geschlossenen Stromes s von 
der Stärke y, (g, ??, f) den Pol p eines unbegrenzten Solenoides, der 
ein Nordpol sei; ferner seien Ap, Bp^ Cp die Determinanten des Sole- 
noids an der Stelle {xjy,e)f Äp, Vp, Zp die Componenten der Kraft, 
welche das Solenoid auf den geschlossenen Strom ausübt. Dann sind 
die Componenten der Kraft, welche das Solenoid auf das Strom- 
element ds ausübt, (Gl. 2, S. 120), 

^P=Jj\{Cpdy--Bpdz), 
u. s. w. 

und die Componenten der Kraft, welche das Solenoid auf den ganzen 
geschlossenen Strom ausübt, 

^P=Jj\f{Cpdy-Bpdz), 

wo das Integral über den geschlossenen Strom zu nehmen ist. Setzen 
wir endlich die Werthe der Determinanten ein, (Gl. XIII, S. 139), 

j 1 3 x — i 

^P "2" "* * 1*3 > 

u. s. w. 
so werden die Componenten der Gesammtwirkung 


(1) -^P= - y/«iVi P- 




u. s. w. 

Hierin bedeuten a^, ^, ,^1 die Constanten des Solenoids. 

Wir vergleichen diese Ausdrücke mit denWerthen für die Deter- 
minanten des Stromes s an der Stelle (|, ??, ^), wo sich der Solenoidpol 
befindet; diese Werthe sind, (Gl. VII, S. 12 1), 
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(2) A. = ; j 


iX-z)cLy-[iii — y)dz 


r^ 


u. 8. w. 


Hieraus folgt: 


(3) Y,^jcc,lJ,D,, 

die Componeiiteu der Kraft, welche das Soleuoid auf den Strom aus- 
übt, verhalten sich, wie die Determinanten des Stromes an der Stelle 
des Solenoidpoles. Und daraus ergeben sich weiter für die Compo- 
nenten der Kraft, welche der geschlossene Strom auf das Solenoid aus- 
übt, die entgegengesetzt gleichen Werthe 

^* = — y^n^i/ii^*, 

die Wirkung eines geschlossenen Stromes auf einen Solenoidpol fällt 
mit der Richtung der Directrix zusammen. 

Vergleichen wir also die Wirkungen, welche ein geschlossener 
Strom einmal auf ein Stromelement da und dann auf einen Solenoid- 
pol p an derselben Stelle ($, i;, ^) ausübt, und drücken wir beide Wir- 
kungen durch die Directrix 2>, des Stromes an der Stelle (S, i?, f) aus, 
so ist die Wirkung auf das Stroraelement gleich (S. 122) 

jj\ Asin(A, da)da , 
dagegen die Wirkung auf den Solenoidpol gleich 

Beide Wirkungen sind der Grösse der Directrix proportional. Da- 
gegen steht die Richtung der erstem Kraft senkrecht auf der Directrix 
und auf dem Stromelement, die der letztern fällt mit der Directrix zu- 
sammen; die beideu Kräfte stehen also auf einander senkrecht. 

Wir weisen nun nach, dass die Resultante der Kraft, welche das 
Solenoid auf die sämmtlichen Elemente eines geschlossenen Stromes 
ausübt, durch den Solenoidpol geht. Zu diesem Ende müssen wir auch 
die resultirenden Drehuugsmomente berechnen. 

Und zwar wollen wir das Drehungsmoment berechnen, welches 
aus der Wirkung des Solenoides auf den geschlossenen Strom hervor- 
geht, in Bezug auf eine Axe, die durch den beliebigen Punkt (a, ö^ c) 
parallel der z-Axe gelegt ist. Wir finden 

N=f{{x-a)r;-(y--b)X;], 

wo das Integral über alle Elemente ds des geschlossenen Stromes zu 
nehmen ist, und schreiben hiefür 
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Da (I — a)f (ji — h) von s unabhängig sind, können wir das letztere 
Integral ausführen und finden 

es bleibt der Werth des ersteren Integrales aufzusuchen. Setzen** wir 
inr Xp und Yp ihre Werthe ein, so lässt sich das Resultat sofort auf 
die Form bringen: 

J{{x-i,)r;-(,j-ri)x;} = 


— ^j^Y^lhJ 


d ^ 


ds . 


CS 

Folglich verschwindet das Integral, wenn dasselbe über den ganzen 
geschlossenen Strom ausgedehnt wird*), und wir erhalten für das 
gesuchte Drehungsmoment den Werth: 

N={^- a)Yp^{ri - b)Xp. 

Auf demselben Wege hätten wir für die beiden andern Drehungs- 
momente um den x und y parallele Axen erhalten: 

L=={ri-b)Zp^{i-c)Yp, 

M=={i-c)Xp^{l-a)Zp. 

Hieraus geht hervor, dass das Drehungsmoment in Bezug auf jede 
durch den Pol (§, 17, f) gelegte Axe verschwindet. Folglich besteht die 
Wirkung, welche das Solenoid auf einen geschlossenen Strom ausübt, 
in einer Kraft, deren Richtungslinie durch den Pol geht, und dasselbe 
muss dann auch gelten von der Wirkung des Solenoides auf ein Strom- 
system. Also können wir uns die Wirkung immer ausgehend denken 
von dem Solenoidpol, und umgekehrt wird die Wirkung, welche von 
einem geschlossenen Strom, oder von einem System geschlossener 
Ströme, auf ein unbegrenztes Solenoid ausgeübt wird, immer an dem 
Solenoidpol angreifen. Demnach ist der Solenoidpol einem Magnetpol 
vollkommen gleich, so weit es sich um Wirkungen handelt, welche 
geschlossene Ströme ausüben. 

Bei der Wirkung eines Solenoides auf ein anderes kommen also 
bloss die Gonstanten der Soleuoide in Betracht und die Lage ihrer 
Pole; denn ein Solenoid ist ja auch als ein System von geschlossenen 


*) Ist der Strom nicht geschlossen, so verschwindet das Integral nicht; sein 
Werth wird aber allein abhängig von der Lage der Stromenden, im Uebrigen 
von der Gestalt des Stromes vollkommen unabhängig. Wir werden bei der Theorie 
der Induction hierauf zurückkommen. 
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Strömen aufzufassen. Ist ein Solenoid um eine feste Axe drehbar, so 
finden wir die Wirkung, indem wir Ebenen legen durch die Axe und 
durch die Solenoid pole; von der Kraft, welche an dem Pol angreift, 
kommt nur die Componente in Betracht, die auf der betreuenden Ebene 
senkrecht steht. 

§. 54. 

Anwendung auf die Berechnung der Wirkung, welche der Erd- 
magnet auf ein Solenoid ausübt. 

Wir wollen hiervon gleich eine Anwendung machen, indem wir 
die Kraft berechnen, welche der Erdmagnet auf ein drehbares Solenoid 
ausübt. 

Ein gerades Solenoid sei in der Mitte an einem Faden aufgehängt, 
80 dass dasselbe um eine verticale Axe drehbar ist; es sei dies die 
z-Axe, während die y-Axe in den Meridian fallen soll; der Sitz der 
erdmagnetischen Kraft Tällt dann in eine Stelle 17, S der (y, z) -Ebene 

so dass $ «= ist; das Verhältniss -y bestimmt die magnetische In- 

clination. 

Nun seien Ag, J9, , C^ die Determinanten eines beweglichen Strom- 
systemes au der Stelle (§, 17, t); dann sind die Componenten der Kraft, 
welche der Pol («, , A,,y,) auf das bewegliche Stromsystem ausübt 
(Gl. 3, S. 152), 

und der AngrifiPspunkt dieser Kraft liegt in dem Pole p. Folglich wird 
das Drehungsmomvnt um die z-Coordinatenaxe 

N =^Yp'-riXp'^ —j «, ^, j\ A, fi . 

Wir setzen nun für das bewegliche Stromsystem das Solenoid; dessen 
Determinanten an der Stelle (J, 1?, ?) sind, wenn seine beiden Pole, 
der Nordpol und der Südpol, an den Stellen (o:, , y^) und (x^y y^) 
liegen (S. 139), 

Da aber der magnetische Erdpol sehr weit entfernt liegt, haben wir 
neben 5 = 

folglich wird Ag ^=^ — cck ' .^ , 

und wir erhalten für das Drehungsmoment den Werth 


I 


I 


§. 54. Berechnung der Wirkung, welche d. Erdmagnet auf ein Soleuoid ausübt. 155 

Dieser Ausdruck ist dem Drehungsmomeut, welches die erdmagnetische 
Kraft auf einen Magnet ausübt, völlig gleich. 

Denken wir uns ferner im Pol die freie magnetische Flüssigkeit (i 
enthalten, und nennen wir den Winkel v, welchen die Richtung der 
erdmagnetischen Kraft mit dem Horizont bildet, so haben wir 

%^d^ = a und — = cos v: 

weiter wird die Horizontalcomponente der erdmagnetischen Kraft 

H => — — cos V , 

indem wir diese Componente positiv nehmen und beachten , dass am 
Nordpol der Erde ein magnetischer Südpol anzunehmen ist. Mit- 
hin wird 

Bezeichnen wir endlich den Abstand der Solenoidpole mit Z, das magne- 
tische Moment des Solenoides mit M und den Winkel mit (p, den die 
Axe des Solenoides, vom Südpol zum Nordpol positiv gerechnet ^ mit 
dem Meridian bildet, so haben wir 

Xy — X2 = — L Sin q), y± • L == M^ 

folglich N = — HM sin 9 . 

Wir gelangen also zu demselben Ausdruck, den wir oben (S. 17) für 
das Drehungsmoment der erdmagnetischen Kraft auf einen Magnet 
gefunden haben. 

§. 55. 
Amperes Satz über die Ersetzung eines geschlossenen Stromes 

durch eine magnetische Doppelfläche. 

Zum Schlüsse wollen wir noch einen sehr allgemeinen und sehr 
hübschen Satz von Ampere ableiten; er heisst vorzugsweise der 
Amperesche Satz und lautet: 

Die Wirkung irgend eines geschlossenen Stromes kann 
immer ersetzt werden durch die einer magnetischen Dop- 
pelfläche, welche von dem Strome begrenzt, im Uebrigen 
aber ganz beliebig gestaltet ist. 

Unter magnetischer Doppelfläche versteht Ampere eine Oberfläche, 
welche auf ihren beiden Seiten mit freiem magnetischem Fluidum be- 
legt ist, auf der einen Seite mit positivem, auf der andern Seite mit 
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uef^ativem.*) lu der Ailgemeiiihcit des Sutites liegt seine grosse Wich- 
tigkeit. Die Wirkuug des gcscbloBseaen Stromes wird allerdings durch 
ein einfaches Integral dargestellt, die der oiagiieti sehen Doppelfiäche 
dagegen durch ein Doppelintegal; allein da wir die Obertiäche, über 
welche die Integration ansKudehnen ist, mich Belieben aiiswiUileii ken- 
nen, je nach dem Coordinatensystem, das wir aus andern Gründen 
gewählt haben, ist in msnchen Fallen die weitere Behandlung des 
Doppel integrales leichter, als die des einlachen. 

üie Amperesche Belegung wird auf dem folgenden Wege ge- 
funden. Wir legen eine beliebige Oberfläche durch den Strom, zer- 
legen den von di-r Stromcurve begrenzten Theil der Oberfläche in Ele- 
mente und denken uns alle diese Elemente von Stri'iaien derselben 
Stärke in demselben Sinne umflossen; wir ersetzen also, wie wir dies 
sehun oft gethan haben, den endliehen geschlossenen Strom durch un- 
endlich viele unendlich kleine geschlossene Ströme. Wir haben früher 
nur den Fall einer Ebene betrachtet; doch wird durch Annahme einer 
durch den Strom gelegten krummen Oberfläche nichts geändert. 

Jeder der Elementaratröme aber kann aufgefasst werden als ein 
unendlich kurzes Solenoid und au die Stelle des letztern eiu magneti- 
sches Mülecül gesetzt werden, oder zwei magnetische Pole über und 
unter der Ebene des unendlich kleinen Stromes. So wird die ganze 
Oberfläche auf ihren beiden Seiten mit magnetischen Polen bedeckt, 
und indem wir uns die magnetischen Flüssigkeiten über die betreffen- 
den unendlich kleinen Flächenelemente vertheilt denken, erbalten wir 
die magnetische Doppel bei egung der Flache, 

Üie Dichtigkeit dieser Belegung berechnen wir, indem wir die 
Wirkung eines Elementarstromes auf einen Solenoidpol mit der Wir- 
kung des entsprechenden maguetischen MolecUls auf denselben Solenoid- 
pol vergleichen. 

Der Strom umkreise die Fläche il, und die positive Richtung der 
Normale auf den Strom werde mit (in beKeichuet; ferner liege das 
Element l an der Stelle (.r, i/, zj der krummen Oberfläche; dann sind 
die Componenteu der Wirkung, welche der Elementaratrom auf den 
8olenoiduordpol (u, , i;,ji\ an der Stelle (;, ij, £) ausübt, (nach (il, 4, 
S. 152), 

^, = -jv^lj, Al, U, 8, w. 

Hierin sind [CiL (IX, c^, S. KJO), 

'^x=\i- ^^ ■ , u. s, w. 

*J Ampere hatt« angcDOmmcD, dusH die Belegung durOberflilche mit Mnesc 
immer uul' beiden Seitun eine gleicbtörinige Bei. Wie Herr Emil Weyr bemerkt 
hat (Wiener Sit/.i.nKBberkOite, &e Ud„ li. Abth., ISG?), trifft diea im Allgemeinen 
nicht zu, sondern nur dann, wenn die betreffende Obertiäche eine Kbene ist 
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Mithin werden die Componenten 

1 ^~H" 

^2 == — .^ ^J «1 ^iJi ^n ' ^' ^* ^' ' 

oder, wenn wir uns den Solenoidpol durch die freie magnetische Fliis 
sigkeit fi ersetzt denken, 

1 • ^ 3 — 

Dagegen sind die Componenten der Wirkung, welche ein magnetisches 
Molecül mit den Massen +mekn der Stelle (x, y, 2), dessen Axe vom 
Nordpol zum Südpol positiv gerechnet mit der Richtung dn zusammen- 
fällt, auf die Masse fi an der Stelle (§, ?/, ?) ausübt, 

— mu dn, u. s. w. 

Demnach haben wir, wenn die Wirkungen einander gleich sein sollen, 

mdn = ,,:?. . 

Wir können somit den Elementarstrom k, j mit der Normale dn er- 
setzen durch die beiden Maffnetpole +,,- in dem Abstand dn. . 

" --y-idn 

Vertlieilen wir aber die Masse 4- ^-^ auf der Fläche A, so wird 

die Dichtigkeit der Belegung gleich ^.^ — , demnach immer unend- 
lich gross. 

In dem Fall einer Ebene erhalten wir eine gleichförmige Belegung 
auf beiden Seiten derselben, wenn wir den Abstand dn constant setzen; 
denn wir haben entgegengesetzt gleiche Massen auf gleich grossen 

■ 

Flächen zu vertheilen , und die Dichtigkeiten + -^ — sind constant. 

• ° — y2dn 

§. 56. 
Ableitung des Satzes durch Umformung des Doppelintegrals. 

Wir wollen noch umgekehrt den Amper eschen Satz ableiten 
durch Umformung eines der drei Doppelintegrale, welche die Wirkung 
darstellen, in ein einfaches Integral. 

Wir betrachten die Z-Componente. An der Stelle x^ y, z der 
Doppelfläche liege das Element do^ und die Wirkung werde ausgeübt 
auf die Masse ^ an der Stelle §, ?/, f; die Verbindungslinie der beiden 
Stellen, von der letzteren zur ersteren positiv gerechnet, bilde mit 
der z-Axe den Winkel q>. Dann ist nach dem Ampere sehen Satz 
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w / X do, 


wo das Integral über alle Elemente do der vom Strom J begrenzten 
Fläche zu nehmen ist; dn bezeichnet immer die positive Normale auf 
den Elementarstrom. 

Wir führen statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z die Polar- 
coordinaten r^ tpy u ein und bezeichnen Diflferentiationen nach der Nor- 
male mit dem Buchstaben <J, um dieselben von den Differentiationen d 
nach der Oberfläche zu unterscheiden. Dann sind die Projectionen 
der Strecke 8n auf die Richtungen r^^p^u gleich 

dr, ^^<Pj r sincp dt/, 

dagegen die Projectionen der unendlich kleinen Strecke da in der 
Oberfläche 

dr , ^^9>, r sin 9? du. 

Wir haben ferner, wenn wir unter dem Integral die Differentiation 
nach der Normale ausführen, 

z=-^ ff^^- *''- + ^ l!:| do . 

y^ j \ ^ 8^ r* dns 

Da aber die Richtungen dn und da auf einander senkrecht stehen^ ist 

ör dr + r^dqp dtp + r^ sin^^) 8u du = ^ 

und wenn wir uns durch die Gleichung der Oberfläche r als Function 
von q> und u gegeben denken, wonach 

dr = :— dcp -{- i du, 

so muss die obige Gleichung identisch in Bezug auf dg> und auf du 
erfüllt sein; hieraus folgt 

pL ör + r^6(p = 0, 1^ dr + r^ sin^cp dw = 0, 

mithin d<p = r ^ - ^'* • 

Setzen wir diesen Werth in das Integral ein, so nimmt dasselbe die 
Form an 

ytj\^ r* dfp/ dn 

^ aber bezeichnet den Cosinus des Winkels, den die Richtung r mit 

St 

der Normale ön bildet; folglich ist y do gleich der Projection des Ober- 
flächenelementes do auf eine Kugeloberfläche, welche mit dem Halb- 
messer r um den Pol gelegt wird, und zwar ist die Projection positiv 
oder negativ gerechnet, je nachdem die Normale ön mit dem Radius- 
vector der Kugel einen spitzen oder einen stumpfen Winkel bildet. 
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Es ma^ hier genügen, den Fall zu betrachten, wo der Winkel 
spitz ist. Wir können dann setzen 


und erhalten 


-— do = r"^ sin q> dg> du 


WO die Grenzen des Doppelintegrales durch die Projection der um- 
strömten Fläche auf die Kugelfläche r bestimmt werden. Die Grösse 
in der Klammer hat die Form eines DifiPerentialquotienten nach 9), 

2 sin (p cos (p sin* (p dr r ^ 

r r* dtp 3 qp ' 

folglich kann die Integration naöh (p ausgeführt werden. Wir wollen 

setzen 

r siu 9> = ^ , 

so dass Q die Projection des Radiusvectors auf die {x, y)- Ebene be- 
deutet, und die Grenzen von q, r mit (>, , r, und ^,,, r,, bezeichnen^ 
welche Grenzen Functionen von u sind. Wir finden dann 

wofür wir auch schreiben können 




wenn wir das Integral über die ganze Grenze nehmen, d. h. über die 
gegebene Stromcurve. Nennen wir aber jetzt x, j/, z eine Stelle des 
Stromes, dx, dy, dz die Projectionen des Stromelementes ds^ so 
haben wir 

q-^du =.{x — ^)dy -^ (y — n)dx , 

(nach S. 121); denn Q^du bedeutet die Projection der Elementarfläche 
(r, ds) auf die (.t, y) -Ebene. Wir finden somit für Z den Werth 


— ^11 I 


Dieser Werth stimmt aber genau mit demjenigen überein, den wir aus 
den Ausdrücken für die Determinanten j4s, B,, Cg des geschlossenen 
Stromes an der Stelle |, ?j, J erhalten (Gl. VII, S. 121). Denn wir 
haben 

und (nach Gl. 4, S. 152) 
folglich^ da 


/7 _ * I K'i—y)dx-(^'-x)dy 
^* — -^ I - ^j 
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^~ n ' 

y M r(v — y)dx — i^ — x)dy 

§. 57. 
Anwendung zur Berechnung der Wirkung, welche ein Spiralstrom 

auf einen Solenoidpol ausübt. 

Der eben abgeleitete Ampere sehe Satz nimmt unter Umständen 
eine scheinbar ganz verschiedene Gestalt an; wir wollen einen Fall 
dieser Art etwas näher betrachten, da derselbe praktisch wichtig ist. 

Es sei ein System gleicher endlicher Ströme gegeben, welche 
eine cylindrische Spirale bilden; die Wirkung dieser Ströme kann, falls 
die Spirale eng genug gewunden ist, ersetzt werden durch die Wirkung 
von zwei getrennten einfachen magnetischen Flächen. 

Wir fassen die Stromspirale als ein System von Kreisströmen auf, 
legen durch alle diese Kreise Ebenen, theilen in Elemente und lassen 
die letztern alle von Strömen der Intensität J umfliessen. Statt dessen 
können wir uns aber auch jede Kreisfläche auf beiden Seiten mit posi- 
tivem und mit negativem magnetischem Fluidum belegt denken; wir 
erhalten so einen räumlichen Magnet, dessen Wirkung durch ein drei- 
faches Integral bestimmt wird. Doch kann eine der drei Integrationen 
sofort ausgeführt werden. Nehmen wir nämlich alle Elementarströme 
zusammen^ welche von einer der Axe parallelen Geraden getroflfen wer- 
den, so erhalten wir ein Solenoid, dessen Wirkung ersetzt wird durch 
die der magnetischen Flüssigkeiten + f* und — fi in den beiden Polen, 
und zwar haben wir, wenn a die Anzahl der Umgänge bezeichnet, 
welche die Spirale auf die Längeneinheit macht, und k den Flächen- 
inhalt eines Elementes, 

aXj 

Mithin kann die Wirkung 4.er cylindrischen Spirale vollständig ersetzt 
werden durch die Wirkung ihrer beiden Endflächen, wenn wir uns die 
eine mit positivem, die andere mit negativem magnetischem Fluidum 
von der Dichte 

V2 
belegt denken. Wir ersetzen also die Spirale durch zwei getrennte 
einfach magnetische ebene Flächen. 

Wir können diesen Satz immer zur Anwendung bringen, sobald 
der Solenoidpol, auf welchen die Wirkung ausgeübt wird, ausserhalb 
der Spirale liegt. Allein in dem Falle, wo der Pol innerhalb der Spirale 
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liegt, führt die uumittelbare Anwendung des Satzes zu einem falschen 
Resultate; doch ist die Correction, welche in diesem Fall muss ange- 
bracht werden ; leicht zu bestimmen. 

Wie wir nachher sehen werden , genügt es den Fall zu betrachten, 
wo der Pol in der Axe der Spirale liegt und die Kraft in die Richtung 
der Axe fällt. Wir berechnen die Wirkung der magnetischen End- 
flächen auf einen solchen Pol , dann die Wirkung der Ereisstrome und 
vergleichen die Resultate. 

Wir lassen die z-Axe mit der Richtung der Cylinderaxe zusam- 
menfallen und den Strom so fliessen, dass die obere Endfläche z = Cj 
mit positivem, die untere Endfläche z «s C] mit negativem magneti- 
schem Fluidum belegt werde. Ist dann c.^ > c^f so flies&t der Strom 
in negativem Sinne um die Z-Axe. Die Lage des Poles werde durch ^ 
bestimmt, und er sei ein Nordpol. Endlich sei der Halbmesser des 
Kreiscylinders gleich R. 

Dann ist die Wirkung der magnetischen Endflächen auf den Pol 
(i gleich 

in R in R 


oder 


/t«i| r r (.Ct-t)rdrd<p , r r (i-ct)rdrd,p . 
y infiaj i c,— g , g— C| n l 


Zweitens berechnen wir direct die Wirkung der Kreisströme. Die 
Wirkung des Kreisstromes z auf den Pol ist gleich 


in 

ftj r Ed(p B 


l r Bdq> 


wie aus der Anwendung des Biot-Savart sehen Gesetzes unmittelbar 
folgt, also gleich 

2niijB* 

V^{iz-iy+B^]'^* ' 

Wir multipliciren diesen Ausdruck mit adz und integriren in Bezug 
auf z von c^ bis c,; so folgt die Wirkung des Spiralstromes 

oder 


^ J {(^-0«+Ä*}> 


Aus der Vergleichung der beiden Werthe ergiebt sich 

A = ^m -t- Y^ ' 
Neu mann, Vorlesungen Ober elektr. StrOme. li 
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oder, wenn wir die Dichtigkeit des magnetischen Fluidums, mit wel- 
chem wir die Endflächen belegt annehmen, m nennen, 

Z, = Zm -J- 47r fi m . 

Die anzubringende Correction beträgt also 

^n ^ m . 

Dieses Resultat gilt ganz allgemein, wenn der Pol irgendwo im 
Innern der Spirale liegt, und wenn die Grundfläche des Cy linders von 
einer ganz beliebigen geschlossenen Cunre begrenzt ist. 

Denn einmal gilt der Satz von der Ersetzung des Spiralstromes 
durch die magnetischen Endflächen bezüglich der Wirkung auf einen 
äussern Punkt ganz allgemein^ welche geschlossene Gurve die Er- ' 
zeugende des Gylinders auch sein mag. Liegt aber der Pol im 
Innern des Cylinders, so construiren wir einen Kreiscy linder, in 
dessen Axe der Pol liegt; der Halbmesser der Basis kann immer 
so klein genommen werden, dass der Ereiscylinder von dem ge- 
gebenen Cylinder vollständig umschlossen wird. Wir denken uns 
ferner den Ereiscylinder von zwei Stämmen entgegengesetzter Rich- 
tung in <lerselben Spirale umflossen. Wir haben dann die Wirkung 
des gegebenen Cylinders zerlegt in die Wirkung eines Hohlcylinders 
auf einen Punkt in dem Hohlraum, also auf einen äussern Punkt, und 
in die Wirkung des Kreiscylinders auf den in seiner Axe liege;iden Pol. 
Die letztere Wirkung haben wir oben berechnet. Für die Wirkung 
des Hohlcylinders auf den äussern Punkt aber gilt das früher Bemerkte, 
sobald nur die innere Spirale ebensoviel Umgänge auf die Längenein- 
heit macht, wie die äussere, und durch beide Spiralen derselbe Strom 
in entgegengesetzter Richtung fliesst. Folglich ist die Wirkung des 
beliebigen Spiralstroms auf den äussern Pol gleich der Wirkung der 
magnetischen Endflächen; die Wirkung auf den innern Pol aber folgt 
aus der Wirkung der magnetischen Endflächen, indem wir an der 
Componente in der Richtung der Axe die oben bestimmte Correction 
AnfAfn anbringen. 

Uebrigens können wir, wenn der Pol im Innern der Spirale liegt, 
gleich von Anfang an die magnetischen Doppelflächen so legen, dass 
keine derselben durch den Pol geht. Wir können z. B. die Doppel- 
flächen als unendliche Ebenen nehmen, innen begrenzt durch den ge- 
schlossenen Strom. Schliesslich bleiben dann die beiden unendlichen 
Ebenen, innen begrenzt von den Endflächen des Cylinders, welche die 
eine mit positivem und die andere mit negativem magnetischem Flui- 
dum einfach belegt sind; die Dichtigkeit der Belegungen ist den früher 
gefundenen gleich, das Vorzeichen aber entgegengesetzt. 

Wir wollen noch zeigen , dass wir in dem Falle einer Ereisspirale 
auf den beiden Wegen zu demselben Resultat gelangen. Die Wirkung 
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der beiden unendlichen magnetischen Flächen auf den Pol ^ in der 
Cylinderaxe wird bestimmt durch das Integral 


2n 


indem wir in dem Werthe von Zm das Vorzeichen umkehren und die 
Grenzen R und oo in Besug auf r setzen; folglich 

Dies ist aber der für die Wirkung des Spiralstroms gefundene Werth Z,. 

§. 58. 

Neue Form für die Componenten der Wirkung zwischen zwei 

geschlossenen Strömen. 

Wir können den Am per eschen Satz, welcher im Grunde ein 
reiner Integralsatz ist, auch anwenden, um die Wirkung von zwei 
geschlossenen Strömen auf einander zu berechnen. Wir legen durch 
die beiden Stromcurven zwei beliebige Oberflächen, theilen diese in 
Elemente und ersetzen die endlichen Ströme durch Elementarströme-, 
für die letztern setzen wir weiter magnetische Molecüle und erhalten 
so eine Doppelbelegung für die beiden Oberflächen. 

Es seien die Stromstlirkeu j und jy , die Elemente der Oberflächen 
do und d(üy deren Normalen dn und dv, die Stellen (x, y, z) und 
(§, ^, ?), endlich 


ndn ' "^ VTdv ' 

dann wird die Componente der Wirkung, welche das Element do auf 
das Element do) ausübt, in der Richtung der a:;-Axe 

mii -.- -.— dndvdo dco . 

Demnach werden die Componenten der Wirkung, welche der geschlos- 
sene Strom s auf den andern geschlossenen Strom a ausübt, darge- 
stellt durch vierfache Integrale , deren weitere Behandlung oft einfacher 
ist^ als die der direct zu bildenden Doppelintegrale. Jedoch muss sich 
die Keduction des vierfachen Integrales auf ein Doppelintegral rein ana- 
lytisch bewerkstelligen lassen, in ähnlicher Weise, wie oben das Doppel- 
integral auf ein einfaches ist reducirt worden. 


11 
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§. 59. 

Einfacher Ausdruck für das Potential eines geschlossenen Stromes 

auf einen Solenoidpol. 

Wir wollen endlich den Ampereschen Satz noch benutzcD, um 
einen sehr hübschen Ausdruck für das Potential eines geschlossenen 
Stromes in Bezug auf einen Solenoidpol abzuleiten. 

Der letztere sei dargestellt durch das ffeie magnetische Fluidum fi 
an der Stelle |, ?/, f; die Stärke des Stromes sei j, ein Punkt der 
durch den Strom gelegten Oberfläche x, y, z, das Element do^ die 
positive Normale dn. Dann ist die Jf-Componente der Wirkung, welche 
der Strom auf den Pol ausübt, 




""-nJ ^r-^o^ 




oder j^^^j ^ao. 

Folglich wird das Potential der magnetischen Doppelfläche auf den Pol ^ 


Wj dn 


,y- W r.— dO. 

Der Werth dieses Integrales aber hat eine sehr einfache geometrische 
Bedeutung. Es ist 

dn r*dn ' 

und -^ bedeutet den Cosinus des Winkels, welchen die Richtung r 

von dem Pol nach der Überfläche mit der positiven Normale der letz- 
teren bildet; folglich ist 

die Projection des Oberflächenelementes auf eine mit dem Halbmesser r 
um den Pol gelegte EugeloberflächC; also 

-r-ö— do = ö — do = d(o 

r« dn dn 

die Projection des Oberflächenelementes auf eine Kugel, die wir mit 
dem Halbmesser 1 um den Pol legen. Mithin wird 

und das Integral bedeutet die OefiPhung des Kegels, dessen Spitze im 
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Pol liegt, und dessen Kanten durch die gegebene Stromcurve gehen. 
Wir setzen 

und haben dann P == ^^ K , 

Hiebei ist zu bemerken , dass die Oeffnung /{ positiv oder negativ muss 
gerechnet werden , je nachdem die positive Normale auf die umströmte 
Fläche mit der Richtung vom Pol nach der Fläche einen spitzen oder 
einen stumpfen Winkel bildet. Folglich wird f^ positiv oder negativ, 
je nachdem vom Pol aus gesehen der Strom die Fläche in negativem 
oder in positivem Sinne umfiiesst. 

Wirkt z. B. ein Kreisstrom, so erhalten wir einen elliptischen 
Kegel, und das Potential wird durch den Flächeninhalt einer sphäri- 
schen Ellipse bestimmt. 


IV. Kapitel 

lieber die Ersetzung eines Magnets durch 

elektrische Ströme. 

§.60. 

Allgemeiner Ausdruck für die Wirkung eines Magnets auf einen 

Solenoidpol. 

Durch die vorhergehendeD Betrachtungen sind wir in den Stand 
<resetzt die theoretisch und praktisch wichtige Frage zu beantworten, 
ob und wie die Wirkung eines Magnets auf einen Solenoidpol zu er- 
setzen sei durch die Wirkung vou endlichen geschlossenen Strömen. 
Wir können jeden Magnet als ein Aggregat von sehr vielen magne- 
tischen Molecülen betrachten; jedes dieser Molecüle bat ein bestimmtes 
magnetisches Moment und eine bestimmte Axenrichtung; diese Ele- 
mente sind aus der Wirkung des Aggregates auf einen äussern Pol 
nicht zu bestimmen ; sondern es muss auf die Magnetisirung Rücksicht 
genommen werden. Dieser Process ist in der Regel ein so verwickelter, 
dass wir die Untersuchung nicht durchführen können. Nehmen wir 
aber an, es sei die Anordnung der magnetischen Molecüle gegeben, 
so können wir jedes magnetische Molecül in Bezug auf seine Wirkung 
durch ein unendlich kurzes Solenoid ersetzen und so den endlichen 
Magnet auffassen als ein System von unendlich vielen unendlich kleinen 
Strömen. Eine solche Ersetzung des Magnets durch Ströme suchen 
wir jetzt nicht. Vielmehr wollen wir ein System von endlichen ge- 
schlossenen Strömen suchen, welches in jedem äussern Punkt dieselbe 
Wirkung ausüben soll, wie der gegebene Magnet, etwa ein Sy.%tem 
von Strömen, welche auf der Oberfläche des Magnets fliessen, oder 
endliche geschlossene Ströme im Innern des Magnets. Wir werden 
finden, dass, welches auch die Lage und die Axenrichtung der Mole- 
cüle im Magnet sein mag , dieselbe Wirkung von endlichen Strömen 
im Innern und an der Oberfläche des Magnets ausgehen kann, dass 
aber nur in ganz besondern Fällen alle diese Ströme auf der Oberfläche 
des Magnets liegen. 

Zunächst müssen wir einen ganz allgemeinen Ausdruck für die 
Wirkung eines Magnets auf einen Solenoidpol ableiten. 

Der Magnet habe ganz beliebige Form ; ein Molecül mit den Polen 
+ m befinde sich an der Stelle x, y, z, und seine Axe habe die 
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Richtung dn. Wir suchen die Wirkung auf den Pol fi an der Stelle 
I, 17, ^ und berechnen hiezu das Potential. 

Nun ist das Potential der Masse -j- '^< ^uf die Masse fi gleich 

wenn 

r^ = (x- 1)^ + (y - r,y + (2 - ?)^ 

und wir finden daraus das Potential des Südpoles — m, indem wir das 
Yonseichen umkehren und in der Richtung der positiven Axe weiter 
gehen um die Strecke — dn. Bezeichnen wir zur Unterscheidung 
Differentiationen nach dieser Richtung mit dem Buchstaben 6, so er- 
giebt sich 

und das Potential des magnetischen Molecüles + m auf den Pol fi 
wird gleich 

rj l r dx . r dy . r dz] ^ 

^ \ dx dn ^ dy dn ^ dz dn' 

Das Potential des ganzen Magnets ist gleich der Summe von den Poten- 
tialen aller MolecülC; und wir müssen nun an die Stelle dieser Summe 
ein Integral setzen. 

Zu diesem Ende betrachten wir ein Raumelement ^t; an der Stelle 
x^ y^ z. Die Raumeinheit enthalte , wenn sie mit magnetischen Mole- 
cülen ebenso erfüllt ist, wie das Raumelemcnt dv^ die Anzahl A magne- 
tischer Molecüle; dann enthält das Raumelement deren 

Adv, 

Allen diesen Molecülen können wir dieselben Mengen magnetischer 
Flüssigkeit und dieselbe Axenrichtung zuschreiben. Demnach wird der 
Theil des Potentials , welcher von den in dem Element enthalteneu 
Molecülen herrührt, durch den Ausdruck dargestellt 

A ^ \ r dx ^ r dy . r dz) -. 

^ \dx Ön ' dy dn ^ dz d«' ' 

den wir das Potential des magnetischen Elements dv auf den Pol (i 
nennen. Dann bezeichnet 

Amdndv 

das magnetische Hauptmoment des Elements, und die magnetischen 
Momente nach den drei Axen sind 

Amdndv cos(w, x) = Amdndv ^, 

u. s. w. 
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Bezeichiieu wir diese drei Momente mit 

advj bdvj cdv^ 

so wird das Potential des Elementes 

a-i- a-L dU 

Hierin bedeuten a, b^ c die magnetischen Momente au der Stelle 
{Xj y, z), bezogen auf die Raumeinheit; es sind dies die Werthe der 
magnetischen Momente; die sich ergeben, wenn die Uaumeinheit ebenso 
von magnetischen Molecülen erfüllt angenommen wird, wie die Um- 
gebung der Stelle (x, y, z). 

Durch Integration über alle Uaumelemente dv folgt das Poteutiul 
des endlichen Magnets 


'*y(«k + *W + ^'a-fK 


y/0 üy b, c beliebig gegebene Functionen der Stelle bedeuten. 

Aus der Form dieses Ausdruckes folgt, dass wir au die Stelle 
eines Magnets immer drei magnetische Systeme setzen können, wo in 
jedem einzelnen System die Axenrichtung sämmtlicher Molecüle die- 
selbe ist. Diese drei magnetischen Zustände werden bestimmt durch 
die Werthe 

ö, b = 0, c = 0; 

fl = 0, &, c = 0; 

^ = 0, b = 0, c. 

Die Summe der drei Potentiale ist dem gegebenen gleich, und das 
zweite und dritte System folgen aus dem ersten durch Vertauschung 
der Buchstaben. 

§. 61. 

Fall, wo die magnetischen Momente nach den drei Axen bloss 
Functionen der betreffenden Ordinate sind. 

Wir brauchen demnach bloss den ersten Zustand, wo b und c 
null sind, in Bezug auf die Ersetzung durch endliche Ströme weiter 
zu untersuchen, und wir wollen vorerst noch die besondere Voraus- 
setzung machen, dass a nur Function von x sei. Wir haben dann einen 
sehr einfachen magnetischen Zustand vor uns: Die Axen sämmtlicher 
Molecüle sind parallel der x-Axe, und in jedem ebenen Schnitt senk- 
recht auf die x-Axe die magnetischen Momente der Molecüle gleich 
gross. Schneiden wir also durch die Ebenen x und x -{- dx eine unend- 
lich dünne Platte aus dem Magnet, so können wir uns dieselbe oben 
und unten gleichmässig mit magnetischer Flüssigkeit belegt denken ^ 
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und dann diese magnetische DoppelÜäche ersetzen durch einen elek- 
trischen Strom in ihrer Grenzcurve. Wir finden auch leicht die Strom- 
starke. Denn es ist adv oder adxdydz das magnetische Moment 
eines Elementes, folglich 

adx = -j^^ 

also 

j = y2 adx. 

Der Strom fliesst in negativem oder in positivem Sinne um die x-Axe, 
je nachdem a positiv oder negativ ist. Nehmen wir solche Ströme in 
der Oberfläche des Magnets an, so üben dieselben auf den Pol (i genau 
dieselbe Wirkung aus, v^ie der. Magnet selbst. 

Man kann dies auch a posteriori nachweisen. Wir nennen die 
Componenten der Kraft, welche die Ströme auf dea Pol (x ausüben, 
Xg, Ff, Z,, dagegen die Componenten der Kraft, welche der Magnet 
ausübt, Ätny Yrny ^w; uud zcigcu, dass diese Werthe einander gleich sind. 

Die Componenten der Kraft, welche ein einzelner Strom auf den 
Pol ausübt, werden nach S, 152 bestimmt durch die Werthe der De- 
terminanten, und zwar 


-A, = — 


f*i C^y — fDäz-iz-^dy 




nj 


i) dy — {y — 71) dx 


'■■ - - rf/-" 


worin x^y , z eine Stelle des Stromes und dXy dy^ dz die Projectionen 

des Stromelementes bedeuten. Nun ist in unserm Falle dx^=^0\ wir 

haben ferner 

1 


•» ■ " ■""" "e\ 9 U, S* W. • 

r^ dx ^ ' 


endlich ist 
Folglich haben wir 


j=}/2adx. 


} 


' » 


adx I r. 
J dx 


Z;= ^mdx I ./^ dy, 


worin dx die Dicke der Schicht bedeutet; die Integrale sind zu nehmen 
über die Schnittcurve der Ebene x mit der Überfläche des Magnetes, 
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und zwar haben wir in negativem Sinne um die positive Richtung x 
herumzugehen. Führen wir also die Normale n auf die Oberfläche 
des Magnets und das Stromelement ds ein, so wird 

^ ^ co8(n^cf« ^^ ^ _ cOB(n_^)ds 
Bin(n,a:) ' ^^ 8in(«,a;) ' 

und wir erhalten 

Ä; = -^adxJ j g| cos (« , y) + ^^ cos (« , z) | ^.- ^^-^^ , 

/d- 
r cosfn, y) , 
W 8iB-(n J "^'^ 


z: 


= iiadx f -^^- ^^^-Y^-< ä s . 
^ t/ ox 8in(n,Ä) 


Durch Integration in Bezug auf x folgen die Werthe von Xi J^», Z*, 

Nun ist aber 

dxds ,^ 

-^— - — r SS ao 

sin (n,a;) 
das Element der Oberfläche. Wir finden demnach 

X, = — (ij a \-^ cos {n,y) + g- cos(n, z)\do, 


• r z\ 

¥. = tij a -g^ co8(n, y) do, 


wo die Integrale über die ganze Oberfläche des Magnets zu nehmen sind. 
Andrerseits haben wir 


und 


Y _ dV y dV ^ _ dV 




folglich, wenn wir die Differentialquotienten von — nach S» ^> ? durch 
solche nach Xj y^ z ausdrücken. 


»I 


m 
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»m 




Die beiden letzten Integrale formen wir in bekannter Weise durch 
Integration nach y und nach z um und erhalten so für F^ und Z^ 
die Werthe 



Vm = f»y a g^ co8(n, ij)do, 

^"".^^J ^ dx cos(n, z)rfo. 

Dies siud aber die Werthe y, und Z,. 

Um das erste Integral in ähnlicher Weise umzuformen, setzen wir 

für --- seinen Werth i o . i ^ , 
und iutegriren dann das erste Glied nach y^ das zweite nach z; so folgt 

'•'^'« = — ^J J J " Vay- + \z') '^^ ^y ^' 

= — ^J « \-gp-cos(«,y) + -^cos(»,2)|do, 
und dies ist der für X, berechnete Werth. 

§.62. 
Behandlung des allgemeinen Falls. 

Wir wenden uns nun zu der Betrachtung des allgemeinen Falles, 
wo a Function von o;, y, z ist. 

Wir schneiden aus dem Magnet eine unendlich dünne Platte aus 
durch die Ebenen 

X = Xq inid x = a:^ + dx\ 

die Curve, in welcher die Ebene x^ die Oberfläche des Magnets schnei- 
det, heisse die Grenzcurve des Schnitts; sie ist nothwendig geschlossen, 
da der Magnet endlich sein soll, und wir nehmen der Einfachheit 
wegen an, sie bestehe aus einem zusammenhangenden Stück*). Ferner 
werde 

rt = fl^ für x^= x^\ 

*) Durch Zerlegung des Magnets in mehrere Stücke und Betrachtung des ein- 
zelnen Stücks lässt sicli der angenommene Fall immer herstellen, und auf dem- 
selben Wege ergiebt sich, dass auch die im Folgenden der einfacheren liechnung 
wegen gemachten VorauBsetzungen die- allgemeine Giltigkeit des Resultates nicht 
beeinträchtigen. 


mmammmmmtmmmm 
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(Iq ist jetzt nicht mehr constaut, sondern eine Function der Stelle 
(y, z) in dem Schnitt. Wir wollen uns die Werthe von a^ durch die 
Ordinaten einer Oberfläche dargestellt denken, die wir über dem Schnitt 
construiren, und annehmen, der magnetische Zustand üq des Schnitts 
sei durch Schichtung entstanden. 

Zu diesem Ende betrachten wir den Raum, welcher begrenzt wird 
von der eben construirten Oberfläche, von einer Ebene, die wir senk- 
recht auf die x-Axe durch den tiefsten Punkt der Oberfläche legen, und 
von dem geraden Cylinder, dessen Basis der Schnitt Xq bildet. Diesen 
Raum zerlegen wir durch Ebenen, die auf der a;-Axe senkrecht stehen, 
in unendlich viele unendlich dünne Schichten, eine jede von der Dicke 
dm. Der Einfachheit wegen denken wir uns jede dieser Schichten aus 
einem zusammenhangenden Stücke bestehend und von einer geschlosse- 
nen Curve begrenzt; damit wird vorausgesetzt, dass die tiefste Stelle 
der Oberfläche auf der Cylinderfläche liege, d. h. der kleinste Werth 
von ÜQ in der Grenzcurve des Schnittes x^. Der magnetische Zustand, 
welchen eine solche Schicht darstellt, wird nach dem Frühern ersetzt 
durch einen Strom, der in der Grenze der Schicht fliesst, von der 
Starke 

dj'^^^y^ dmdx. 

Wir erhalten - ferner den magnetischen Zustand des Schnittes x^, in- 
dem wir uns erstens eine Schicht endlicher Dicke m, wo m den klein- 
sten Werth von a^ bedeutet, über den ganzen Schnitt ausgebreitet 
denken, und dann all die unendlich dünnen Schichten, welche den 
Schnitt nur zum Theil bedecken, darauf gelagert. Ersetzen wir diese 
magnetischen Schichten sämmtlich durch Ströme, so haben wir zu- 
nächst in der Grenzcurve des Schnitts einen Strom von der Stärke 

j ^=»y2indXj 

und dann in all den Grenzcurven der unendlich dünnen Schichten 
Ströme von der Starke 

dj = j/2 dmdx. 

Und zwar sind die Stromstärken immer positiv gerechnet, wenn die 
Ströme in negativem Sinne um die positive a;-Axe fliessen. Alle diese 
Strom curven liegen in der Ebene Xq, und bloss der erste Strom j fliesst 
ganz in der Oberfläche des Magnets; die andern Ströme können nur 
zum Theil in diese Oberfläche fallen; zum Theil müssen sie im Innern 
des Magnets verlaufen , und ihre Bahnen werden dann durch die Glei- 
chungen fiTo => const. bestimmt. 

Wir müssen nun die Wirkungen aller dieser Ströme berechnen. 
Die Wirkung des Stroms, welcher in der Grenzcurve des Schnittes 
fliesst, hat nach S. 169 die Componenten: 
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Xi = fimdx 


Yg = —- ^m dx 


PK 

r / ^ dz, 


die Integrale genommen über alle Elemente des geschlossenen Stromes. 
Dagegen sind die (Komponenten der Wirkung, welche einer der innern 
Ströme ausübt, 


^,'=3 fidmdx 


F/ — — ^ dm dx I ^— dz^ 


J w 



e/ dx 


Z; = iidmdxj "^ dy. 

Diese Integrale sind über alle Elemente einer Curve 

ÜQ = const. 

zu nehmen; und wenn dies keine geschlossene Curve im Innern der 
Grenzcurve liefert, noch über einen Theil dieser Grenzcurve. Um die 
Componenten der Gesammtwirkung zu erhalten , müssen wir al^e innern 
Ströme des Querschnittes Xq zu dem in der Grenzcurve fliessenden hin- 
zunehmen; und dann über alle Schnitte in Bezug auf x integriren. 

Hiezu berechnen wir erstlich die Componenten der Wirkung, welche 
von einem Element ds der Grenzcurve ausgeht. In diesem Element 
fliesst einmal der Strom y; femer aber gehört das Element N innern 
Strömen an, wo iV^ dadurch bestimmt wird, dass 

a^ — m = Ndm] 

folglich entspricht die Stromstarke in dem Element ds dem magne- 
tischen Momente 

und die Componenten der Wirkung, welche von diesem Eleftient aus- 
geht; sind 

Ä."= ^a,dxy-^dz- f^ dy), 

a4 


Y^'= — iia^dx j^ dz, 


174 IV. Kapitel. P]r8etziiug eines Maginits durcli Ströme. 

If ^ T 


Führen wir das Element d$ der Grenzcurve ein, und nehmen wir die 
Doppelintegrale über alle Elemente ds der Grenzcurve und über all«' 
Schnitte dx^ so erhalten wir die Componenten der Wirkung, welche 
von den in der Oberfläche des Magnets fliessenden Strömen ausgeübt 
wird: 

X= ^ j j -a\J.^^ 'J \V. ) ^,ax, 

J J \cy CS cz dsj ' 

^ ds dXy 


J J dx C8 


s dXy 


wo ä bedeuten soll, dass der Werth einer Stelle an der Oberfläche 
des Magnets entspricht. 

Wir bilden zweitens die Componenten der Wirkung, welche von 
den sämmtlichen Stromelementen, die im Innern des Magnets liegen, 
ausgeübt wird. Ein Element ds in der Ebene x auf der Curve a = 
const. übt eine Wirkung auS; deren Componenten sind 


JCJ' = fi dm dx 


\dy OS i-z ds / ' 


• 1 

y;' =.-(,dmdx g^ \) ds, 

und wir haben die dreifachen Integrale zu nehmen über alle Elemente 
der Curve a = const., soweit diese Curve im Innern des Magnets liegt, 
dann über alle solchen Curvenstücke in dem Querschnitt x^ endlich 
über alle Schnitte von der Dicke dx. Diese dreifachen Integrale bringen 
wir auf eine andere Form. 

Wii^ betrachten eine bestimmte Curve 

fl = «t 
des Querschnittes x. Die nächst gelegene Curve ist dann 

rt = öj -|- dm , 

wo dm einen positiven Werth hat. Femer liegt die Richtung der Nor- 
male, von der erstem Curve nach der letztem genommen, so zu der 
Richtung des Stromes, wie die y-kn^ zur z-Axe; dies folgt aus den 
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oben gemachten Annahmen. Bezeichnen wir also den Abstand der 
beiden Curven an der Stelle y, z mit de, die Projectionen dieser Strecke 
mit dy, ^z, 80 haben wir 


folglich ist 


^y = fj<y^, 


da de 


da 

dy 

vm+m 

da 

dz . 


dy ^ _ if ^ 


/{sr+ m 


ds Ss dXy 


dy 
wo die positive Wurzel muss genommen werden; endlich haben wir 

<"■- Ij % + U '- - /W^S' '•■ 

Führen wir diese Werthe ein, so folgt 

^^' "" ^ \dy dy "T" dz dz J 

'Vda 

^'--^-di-iz^'''^^: 

Hierin bedeutet aber dsds ein Element der Schnittebene x und dsösdx 
das Raumelement; dafür schreiben wir 

dx dy dz 
und erhalten so für die Componenten der Wirkung, welche die sämmt- 
lichen im Innern des Magnets liegenden Stromelemente ausüben ; die 
folgenden Werthe: 


J J J dy dx 
~ ^ J J J de dx 


dxdy dZj 


dxdydz, 

Führen wir endlich noch *da8 Element do der Oberfläche ein und seine 
Normale n, nach Aussen positiv gerechnet, so haben wir an der Ober- 
fläche 
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ds dx = cos (n, v) tfo, 

^/ = cos (v, z), ly = — cos (^>y)» 

wo V die Normale an die Grenzcurve in der Schnittebene x bezeichnet, 
hier nach Aussen positiv gerechnet; ferner ist 

cos (n, y) = cos (w, v) cos (v, y), 
cos (n, z) = cos («, v) cos (v, z)\ 

folglich können wir die Doppelintegrale schreiben 

X,= - vj a |-y- cos («, y) + -^ cos (n, z) 

y.= c-J a -^cos(n,i/)do, 

Z, = ^ J a -j^ cos (n, z) do, 

und diese Integrale sind .dann über alle Elemente do der Oberfläche 
zu nehmen. 

Wir hätten diese Ausdrücke auch durch rein analytische Umfor- \ 

mung der dreifachen Integrale erhalten, welche die Componenten der 
magnetischen Wirkung in dem vorliegenden Fall bestimmen: 

Y ^Z V — ^ 7 - ^^ 

oder 


i 


"-"JJJ'^ 


dx dy dz. 
Wir können die Werthe schreiben: 


'm 


~d J J "^ 


dx dy dzy 


m 


*m 


-^J J J "dTTy^'^^y^'' 
"''J J J "d^i 


dx dy dz\ 


i 


in dem ersten dieser Integrale setzen wir 
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und dann integriren wir partiell nach y und partiell nach z. So finden 
wir in bekannter Weise 


m f* / «• I -1777- COS (n, y) + ^— cos (w, z) f do 


--d Ali 

' fff (n # + 1 -i) ^- '' ^-. 


+ 

^m == ^y « g^ cos(n, z)do-'^J J J ^*-^ dxäydz. 
Wir gelangen auf diesem Wege sehr einfach zu den Formeln 

gewinnen aber keinen Einblick in die physikalische Bedeutung der 
Umformung. 

Wir bilden nun die Ausdrücke für die Componenten der Wirkung, 
wenn die Grössen b und c von Null verschieden und die drei Grössen 
Oy by c beliebige Functionen der Stelle o:, y, z im Innern des Magnets 
sind. Wir erhalten so für die Componenten der Wirkung, welche die 
sämmtlichen innern Ströme ausüben , 

'" ^-'//7iOrHi)'i+(t 

u. s. w., 

ferner für die Componenten der Wirkung, welche die sämmtlichen 
in der Oberflache fliessenden Ströme ausüben, 

1 


de \^ r i 

J , i dxdy dzy 

ex I f;z ^ J 7 


(2) 


X^r-^j ■ 


^ r 
{ a cosfrt, y) — b co8(m, a;) ) -j- + 

+ { ö cos (w, z) — c cos («, x) } -o^ 


► do ^ 


u. s. w. 

Uie dreifachen Integrale sind über alle Raumelemente dx dy dz, die 
Doppelintegrale über alle Oberflächenelemente do des Magnets aus- 
zudehnen. 

Wir vergleichen erstens die Ausdrücke unter den dreifachen Inte- 
gralen mit den Componenten der Wirkung, welche ein Stromelement 
y ds an der Stelle Xy y, z ausübt. Die JT-Componente dieser Wirkung 
ist, wenn j die Richtung des Stromes bedeutet, 

Nonmann, Vorlesongon über elektr. StrOme. 12 


.r 
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al al 

n ("8^ *'*'^^-'' *'^ " 'W ^ ^' ^^^ '^*- 

Vergleichen wir diesen Werth mit dem Ausdruck unter dem Raum- 
integral Ä, so folgt 

^ C08(>, z) ds ^ (1^ - g) dx dydz, 

y^ cos(>, y) ds = (IJ - 1^) rfa: (f y (fz. 

Beziehen wir aber den Strom auf die Einheit des Querschnittes; indem 
wir nun voraussetzen, dass die Ströme nicht in einzelnen Linien im 
Innern des Magnets fliessen, sondern in dem ganzen Raum, den der 
Magnet einnimmt, so haben wir statt y' zu setzen jdq, wo dq den 
Querschnitt bezeichnet. Dann wird dq ds einem Elemente des Raumes 
gleich, und diesem Element müssen wir das andere dxdydz gleich 
nehmen. Wir finden dann für die Strömung > an der Stelle x^ y, z im 
Innern des Magnets die folgenden drei Gleichungen, indem die Be- 
trachtung der F- und Z-Componenten noch eine weitere Relation liefert, 

j / . N db de 

^-.cos{j,x)^j^-^^, 

j f • \ de da 

(3) { y^-<^^0,y)=-^^- g,. 

Tj- cos (7, ^) === ^ ö— • 

^2 ^-^^ ^ dy dx 

Die Stärke und die Richtung der Strömung im Innern werden also 
durch die partiellen Differentialquotienten der magnetischen Momente 
a, b, c bestimmt. 

Einer ähnlichen Betrachtung unterwerfen wir auch die Strömung 
in der Oberfläche. Das Stromelement j^yds falle in die Oberfläche, die 
Componenten seiner Wirkung sind 


Vi \dz "^^ dy r 


Vi 

u. s. w. 


und aus der Vergleichung mit den Grössen unter den Doppelintegralen 
Ä u. 8. w. ergiebt sich 

^* - rfy = { rt cos («, z) — c cos (w, x) } dOf 


Wir setzen ferner 


u. 8. w. 
dy = co9(jQ,y)dSy 
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einzelnen Linien auf 
der Fläche selbst. Wir 


und denken uns jetzt statt der Ströme, die 
der ObertlSche äieasen, eine Strömung 
habeu dann 

zu setzen, wo ds, den Abstand der früher angenommenen Strom- 
curven bezeichnet; y„ ist die Stromstärke, bezogen auf die Einheit der 
Breite, und rf^* </«, ein Oberflächenelement; diesem mut^s das mit du 
bezeichnete gleich genommen werden; folglich wird die Strömung in 
der Oberflädie durch die folgenden drei Gleichungen bestimmt: 


\n 


coa(/j,a:) ■= c co8(n,^) — beoa(m), 
cos 0'„, y) ^ ä cos (n, i) — c cos (n, x), 


\n 


cos (ji, , r) = i coa (n, x) - 


Aus dieaen Ijleichungeu folgt unmittelbar, dasa die Strömung senk- 
recht auf die Normale an die Oberfläche und senkrecht auf die Rich- 
tung des magnetischen Hauptmomentes, die Resultante der C'ompo- 
iienten («, b.c), stattfindet; wir haben ferner, wenn wir dieaes Haupt- 
moment mit m bezeichnen, 

i_™sü,(lä,„). 

Was den Sinn betrült, steht die positive Richtung der Strömung /u 
den Richtungen n und in, wie die Richtung x zu den Richtungen y 
und 7. 

§. 63. 

^f Allgemeine Folgerungen. Ersetzung eines elektrodynamischen 

^1 ZuBtandes durch einen i 


14 Wir knüpfen an die Formeln (3) und ^4) einige allgemeine wich- 
tige Bemerkungen. 

Aus den Gleichungen (3) folgt sofort, dasa wir den magnetischen 
Zustand durch eine Strömung in der Uberfläche ersetzen können, so- 
bald der Ausdruck 

adx -\- b dl/ -\- cdz 

das vollständige Differential einer Function 9 von (x, y, z) bt; denn 
die Bedingungen hiefür sind 


= 0, 


de 


= 0, ^• 


?& 


also > = 0. 

Diese Forderung wird immer erfüllt, wenn der magnetische Zustand 

durch äussere magnetische Kräfte hervorgerufen ist, deren Wirkung 
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durch ein Potential dargestellt wird, d. h. wenn weiches Eisen durch 
eineu Magnet oder durch geschiosseiie elektrische ytrüme magnetisirt 
wird; es gilt auch von diauiague tischen «Zuständen. 

Mau wird so zu der Frage gefßhrt, ob überhaupt magnetische 
Zustände möglich seien, bei denen die Bedingung nicht erfüllt wäre. 
Aber diese Frage ist bis jetzt unbeantwortet gebliebeu; das gewöhn- 
liche Verfabren zur Magnetisiruug ist ausserordentlich complicirt und 
kann mit der Rechnung nicht verfolgt werden. 

Unter gewissen Umständen können alle Ströme in der OberSüche 
verschwinden; dies geschieht, neun die magnetischen Momente an 
allen Stellen der Oberfläche null sind, oder wenn die Richtung des 
magnetischen Hauptmoments an der Oberfläche immer mit der Nor- 
male zusammenfällt Sogar ein mt^etiscber Zustand, wo sämmtliche 
Ströme verschwinden, ist denkbar; wir haben dann einen Magnet, der 
keine Wirkung nach Aussen ausübt. 

Die Formeln (3) und (4) sind praktisch recht brauchbar. Ea ist 
oft bequemer die Ausdrücke für die Wirkung von Strömen statt der 
Ausdrücke für die magnetischen Kräfte auzuwendeu. Aber auch das 
Umgekehrte kann vortheiihaft sein, und wir wollen hiervon ein ein- 
faches Beispiel betrachten. Wir schicken voraus, dass das Problem 
uueudtich viele Lösungen zulässt; deun wir haben ein System von par- 
tiellen DiS'erentiatgleichungeu erster Ordnung, dessen allgemeine Lö- 
sungen willkührliche Functionen enthalten; diese letztern können aber 
durch die Bedingungen an der Oberfläche nicht vollständig bestimmt 
werden. Die Unbestimmtheit steht im Zusammenhang mit der Will- 
kührlichkeit der magnetischen Üoppelfläche. durch welche wir einen ge- 
schlossenen Strom in fiezug auf seine Wirkung nach Aussen ersetzen 
können. 

§.64. 
Anwendung auf den Fall einea Rotationsellipsoids. 

Wir nehnieu den folgenden Fall an: 

Ein Rotationsellipsoid 

A' ^ B^ 
sei von Strömen erfüllt, deren Ebenen sänimtlich auf der Rotations- 
axe senkrecht stehen. Wir legen sehr viele Schnitte in gleichen Ab- 
ständen senkrecht auf die Axe; alle diese Schnitte seien von einem 
Bpiralförmigen Strom gleicher Störke gleichmässig erftlllt, so dass 
gleiche Strecken einer Geraden, die wir in einem der Schnitte durch 
den Mittelpunkt desselben legen, von dem Strome gleich oft geschnitten 
werden; die Spiralen seien endlich so eng, dass wir statt jedes Spiral- 
stroms ein System von concentHschen , gleich weit von einander uh- 
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stehendeu Kreisströuieu annehmen können. Wir suchen den magne- 
tischen Zustand; welcher diese Ströme in Bezug auf ihre elektrodyna- 
mische Wirkung ersetzt. 

Da in der Oberfläche des Ellipsoids nach der Annahme keine 
Ströme fliessen, ist j^ gleich zu setzen , und die Gleichungen werden 

folgende : 

j dx dh dc^ 

J_'dy ^dc _da^ 
y^ di dx de ' 

j dz ^ da ab 
ft ds ^ dy dx 

für jede Stelle x, fjy z im Innern des Rotationsellipsoides , und 

In sin (^ , n) = 

als Bedingung an der Oberfläche, wo 

w2 = a2 + ö» + c2. 

ds bezeichnet die Richtung der Strömung y in dem Punkte .c, y, z\ 
die Strömung j aber ist zu beziehen auf die Einheit des Querschnittes. 
Nehmen wir also an, es kommen N^ Spiralströme iiuf die Einheit der 
Rotation saxe, und es werde die Einheit der Länge auf der y- oder 
z-Axe von einem Spiralstrom der Stärke 7 iV^™^ geschnitten, so müssen 
wir setzen 

Wir haben endlich, da die Ströme auf der a;-Axe senkrecht stehen, 

d^ ^' 
und da wir dieselben als Ercisströme um die Axe auffassen können, 

ay ^ z gg ^ y 

ds y\ß+'z^' ^« Yy^ + z^^ 

die Ströme fliessen dann in positivem Sinne um die x-Axe. Hienach 
nehmen die Differentialgleichungen die folgende Form an: 

dh _ de __ Q 

f z dy ' 

de _da^_ NiN^ z 

dx dz '^ yö y^ti^z^' 

i± _db^ N^N^J _J____ . 
dy dx y-i yyil^zi' 

Diese Gleichungen sind so einfach, dass die allgemeine Lösung 
derselben nicht unmöglich erscheint. Wir wollen jedoch hier nur eine 
ganz particuläre Lösung aufsuchen, indem wir 

^ = und c = ^ 

annehmen. Der Bedingung an der Oberfläche wird dann durch 
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ö =0 
genügt; es folgt ferner für a die Gleichung 

dt/ ^ ^ dz y2 KyH-'^* 

Die Integration giebt 

und die Function /'{x) wird durch die Bedingung an der ÜberHäclie 
bestimmt, 

Wir erhalten demnach 

Folglich wird das magnetische Potential des von Strömen erfüll- 
ten Rotationsellipsoides 


- wfff^>^''- V*' - ^l'i 


dxdydz. 


Die negativen partiellen Di£ferentialquotienten von V nach ^, ri, ^ 
geben die Componenten der Kraft, welche auf die magnetische Masse I 
an der Stelle S, ^, ? ausgeübt wird. 

Jedenfalls lassen sich noch manche andere particuläre Lösungen 
a, b, c ermitteln; sie müssen alle zu demselben Ausdruck V führen. 



Kapitel. 

tleber die riersteHuug eines Raumeö von couatanter 
elektrodynamischer Kraft. 

■ §. 65. 

Dia Aufgrabe und ihro praktisch □ Bedeutung. 

Wir matheu eine praktiseL sehr wichtige Äuwendaug der Ampe- 
reHühen Gesetze, indem wir einen Eläum herstellen, innerhalb deaaen 
die elektrodyiiamiache Kraft conatant ist. Wir brauchen eigentlich 
schon fEir die Taiigentenboussole einen solchen Raum; der zu measende 
elektrische Strom soll eine Kraft von constanter Richtung und ürösae 
in dem Raum ausüben, in welchem die Nadel sich bewegt. Nament- 
lich aber ist ein solcher Raum erforderlich, wenn wir den m^^etischcu 
Zustand untereuchen wollen, der durch elektrische Ströme hervorgerufen 
wird; um den Hergang mtt der Rechnung verfolgen zu können, muss 
die Annahme gemacht werden, daaa die wirkende Kraft in dem magne- 
tiairten Raum überall ihrer (Sroase und Richtung nach constant sei. 
Ebeudaaaelbe gilt von der Untersuchung der diamagnetischen Körper. 

Wir haben es hier nur mit Wirkungen geschlossener Ströme zu 
thun; diese Wirkungen sind aber immer mittelst eines Potentiales be- 
stimmbar, so daas wir die folgende Bedingung stellen: 

£8 soll ein ätromsyatem so aufgestellt werden, dass 
das Potential desselben in einem gegebenen bestimmten 
Raum eine lineare Function von den Coordinateu der 
Stelle sei. 

Die Grundlage der folgenden Untersuchung bildet die Betrachtung 
einer von einem Strom durch flosseneii Drahtrolle; wir haben das Poten- 
tial einer solchen Rolle für eine Stelle des gegebeneu Raumes zu be- 
rechnen. Die Coordinaten der Stelle seien x, tj, z, daa Potential der 
Drahtrolle V. Befindet sich dann an der St-elle die magnetische Flüs- 
sigkeit |U, SD sind die Componenten der auf ^ ausgeübten Kraft den 
Üifferentialquotienten von ftV nach x, y, z entgegengesetzt gleich; 
haben wir aber in dem Raum einen endlichen Magnet, ao ist die Summe 
von ft V über die sämmtlichen Theile des Magnets zu nehmen. Suchen 
wir endlich die Wirkung auf einen geschlossenen Strom von der Stärke 
so legen wir eine Oberfläche durch die Strombahu; das Element 
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dieser Oberfläche werde mit do^ die Normale mit du bezeichnet; dann 
wird das Potential gleich 

wo das Integral über den von der Strombahn begrenzten Theil der 
Oberfläche zu nehmen ist. 

§.66. 
Potential eines Kreisstromes. 

Die Drahtrolle ist ein Aggregat von Kreisströmen •, wir berechnen 
daher zunächst das Potential eines Kreisstroms. 

Der Halbmesser des Kreises sei Ä, die Stromstärke j. Wir legen 
durch den Kreis eine Kugelfläche mit dem Halbmesser q und nehmen 
den Mittelpunkt dieser Kugel als Anfangspunkt. Ist dann do ein Ele- 
ment der Kugelfläche, dn die Normale , E die Entfernung des Ele- 
mentes von der Stelle Xf y, Zy so wird das Potential des Kreisstroms 
an dieser Stelle 


X l-^do, 


wo das Integral über alle Elemente do des Kugelsegmentes zu nehmen 
ist. Wir führen Kugelcoordinateu ein, deren Axe vom Mittelpunkt 
der Kugel q nach dem Mittelpunkt des Kreises B gerichtet ist; {9,1^^ 9) 
sei eine Stelle der Kugel, (r, m, p) die Stelle x, y, z, und zwar be- 
deuten [i und m die Cosinus der Polarwinkel, 9 und p die Längen. 
Wir haben dann 

do ^= — q'^ dfi dtp, 

dn = dQ, 

womit angenommen wird, der Strom fliesse in positivem Sinne um die 
Axe; ferner 

und wenn wir nach Kugelfuuctionen entwickeln unter der Voraus- 
setzung, es sei r < ^ : 


t- 


- ,.+i 0^'^ 


wo (><'*^ die wte einfache Kugelfunction von dem Argument 
cos '^ == »ijü -f y \^m^ f/ 1 — 1*2 cos(p — 9>) 

bedeutet. Ist endlich ft, der Werth von f*, welcher dem Kreisstrom 
«Mitspricht, so wird 
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- ^Jj { (X«) + 2 ^ 9"' +3 (^)'i>'*' + . . . + («+l)( J-)"('<"> + ...]d,.dg>. 

Die Integration nach <p kann sofort ausgef&hrt werden; es ist be- 
kanntlich 


J 


/i m 


WO P(") die fite einfache Eugelfunctiou mit dem Argument |ü bedeutet; 
also wird 

*1 

Aber auch die Integration nach /x kann ausgeführt werden; denn 
die nte Kugelfunction leistet der tiieichung Genüge, 

^^ ^^ +n{n + 1)/M«) =0; 

folglich ist 


/ 


t*' ^ n(n+l) dfi| 


Für n = ist P'"» = 1 und I <ffi=> — (1— |»i); wir erhalten demnach 


inj 


dP\» 




wo der Index 1 an fi weggelassen ist. Von nun an bedeutet (i den 
Constanten Werth, welcher dem Kreisstrom entspricht. Setzen wir 
noch für q seinen Werth in (i ein, 


Q 


VT 


H'" 


so wird das Potential des Kreisstromes 


(1) 


F = 


-inj 


Ca 
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§.67. 
Die Potentiale einer einftehen Bolle und eines Rollenpaares. 

Wir denken uns nun diesen Kreisstrom als einen der vielen Um- 
gäuge einer Drahtrolle. Und zwar sei der Draht auf einem Kreis- 
cylinder einfach aufgewickelt, so dass die Windungen unmittelbar 
neben einander liegen; die Höhe der Bolle betrage 2h, die Dicke des 
umsponnenen Drahtes sei J und die Anzahl der ganzen Umgänge 2 N, 
so dass 

wir haben dann 2 N Kreisströme von dem Halbmesser R neben ein- 
ander. Endlich sei die Ebene, welche durch die Mitte der Rolle ge- 
legt wird, um ti von dem Anfangspunkt entfernt, während ^ diese 
Entfernung für einen beliebigen der 2N Kreisströme bezeichne. Da 

kann das Potential V als eine Function von ^ betrachtet werden, und 
wir erhalten die Potentiale der 2N Kreisströme, wenn wir f die 2 iV 
Werthe geben: 

(f.-A + |). (?i-A + |^)»--U-|). (?. + !)> ••• 

Das Potential der ganzen Rolle ist gleich der Summe dieser Potentiale 
und wird demnach bestimmt durch die Gleichung 

Unter der Annahme, dass J sehr klein sei, können wir mittelst der 
Eulerschen Formel die Summe durch eine Reihe ausdrücken, welche 
nach steigenden Potenzen von J fortschreitet, und wenn wir mit den 
Gliedern von der Ordnung J^ abbrechen, so folgt 

Die Grenzen ?i + Ä + ^ ^^^ t\ — ^ + v oberhalb und unterhalb 
der eckigen Klammer sollen bedeuten, dass der Werth des eingeklam- 
merten Ausdrucks für die obere Grenze zu nehmen und der Werth für 

die untere Grenze davon abzuziehen sei. Schaffen wir noch das — aus 

den Grenzen fort, durch Entwicklung nach Potenzen von Jy so folgt 
endlich 
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« n., - i r/pffl äi-i {ff ^^^ + ± {ff rf' 

Diese Formel kann nur zur Anwendung gebracht werden, wenn d 
einen ausserordentlich kleinen Werth besitzt; in dem von uns ins Auge 

gefassten Fall trifift dies immer zu , und das Glied mit ( y j wird nie- 
mals In Betracht kommen; wir führen dasselbe bloss an, um mit Sicher- 
heit beurtheilen zu können, welche Vernachlässiguug stattfindet, wenn 
wir alle Glieder weglassen, die von hohem Potenzen der Drahtdicke 
abhängen. 

In die Gleichung (2) muss nun der Werth V aus der Gleichung (1) 
eingeführt werden. Wir haben daher zunächst das Integral 

zu berechnen. Durch die Gleichung (1) ist aber V gegeben als Function 
von fi, und ft, ^ hangen durch die Gleichungen zusammen 

?** = ?, ?' = Ä2 + f»; 
folglich ist 

(1 _ ^.) /. 
und wir können das Integral schreib^: 

Setzen wir hier das allgemeine Glied von F ein, so muss das folgende 
Integral ausgeführt werden 


j 




Nun gilt für die Kugelfunctionen die Gleichung 

wir können demnach für die Grösse unter dem Integral schreiben 
(1 - ^^) -IT ^ -^.^- + « (1 - f*^) i' /'}-"-" , 


und für das zweite Glied setzen 




so dass die Grösse unter dem Integral gleich wird 
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-dnä'-{(i-'*')'''^'a-f*^ 


) 


dF^'-'^ 


Folglich ist 


dfi, 


|. 


_i_.. (1 _ ^>) 


« + i dP^'^'h 


dfi 


Für das erste und das zweite Glied gilt diese allgemeine Formel 
nicht; beachten wir dies, so folgt 




j 


i^^d^ + ^^/'i"- 


t. + Ä 


(1 - f*«) /• 


E "* 


•2 


1.2 '■^ f^ ^ d^t \b) '" 




Ci-A 


In diesem Ausdruck ist das erste Glied unabhängig von r und m, also 
constant, und sein Werth ohne Bedeutung, da das Potential überhaupt 
nur bis auf eine willkührliche Constante bestimmt ist. Wir lassen 
daher in der Folge dieses erste Glied weg. 

Weiter muss noch das zweite und das dritte Glied auf der rechten 
Seite der Gleichung (2) entwickelt werden. Wir haben 

dVd) _dy^d^_ (1 - ^*) '/« dV 
H " Oft d^ R diL ' 

und der von ft abhängige Factor in dem allgemeinen Gliede wird 


(^ - ^^) ''• Ä 


j(l-f*^) 


» + a dP^?^ 


— j- — iw 


diL 


-i- 


Wir schreiben 


dyL 


dfi i 


- (1 - ^^) / {«(« + 1) (1 - ,»») 7 />;-> + «,» (1 - ^') 7 -^-«- j , 


und wenn wir beachten, dass nach Gleichung (3) 


(«) I .. — h 


(n + 1) P-' + ^ 


so ergiebt sich 


Clfl 


(5) 


±» dPJ^'K 


n 


dt = — ^u — fij 




n_4-3 

« dp;i''+*> 


dfl 


Durch wiederholte Anwendung dieser Formel erhalten wir auch 


^ 
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d^.{\ — fi*)( * (Ifi 


n(n+l)(n + 2).. /"^^ ^^^^'^ 


Damit habeu wir die sämmtlichen Glieder in dem Werth V(i) ent- 
wickelt; wir ordnen den Ausdruck nach den Abgeleiteten von Pj^^ 
und setzen zur Abkürzung 

1 m 1 

^ 2.3 »" 6 \-2/ "> ' 

^- =(„^^r»-i(t)V-/'L"-^+i(«-3)(„.-2){^)V-y.-- , 


(6) 


Diese Grössen ^i hangen bloss von der Stelle r,m ab, wenn die Rolle 
aus demselben Draht gewickelt ist. Dann wird 


(7) r, 


(») 




du 
A, "-+* dP^'» -*^ 

••• Ä»»^ '^^ elf» 




Ci-A 

Wir haben das erste constante, d. h. von (r, m) unabhängige Glied 
weggelassen. 

Für den spätem Gebrauch muss der Werth nach steigendep Po- 
tenzen von Ä entwickelt werden. Der Ausdruck in der Klammer kann 
als eine Function von f betrachtet werden, so dass 

und wenn wir nun nach steigenden Potenzen von ä entwickehi, so folgt 

Hierin ist für ? noch der Werth f, für die Mitte der Rolle einzu- 
setzen ; wir lassen aber von nun an wieder den Index 1 fort; f , jü sind 
dann constaut und auf den mittlem Umgang der Rolle bezogen. Femer 
giebt die Gleichung (5) auch hier die Abgeleiteten der einzelnen 
Glieder nach f. Wir setzen zur Abkürzung 
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'3 


2A,+ \.2^A,, 


Ä« 


2.3 


Ä« 


(8) 


- 4^, + 2.3.4^^3 + 1.2.3.4^^^,, 


2.3 


2.3.4.5 


B, 


5 ^, + 3.4.5 -'^*- ^, + 1.2.3.4.5 3-^'- A,, 


Bn =-(n - 1) ^, + („ _ 3) (n _ 2) (n - 1) £^ ^._, + 

+ („_5) (n-4) (n - 3) (n - 2) (« - 1) ^^^ A-4 + • . • 


und erhalten, wenn wir die Anzahl von Umgängen der einfachen 
Rolle nun mit a bezeichnen , so dass 

2Ä 


a 


(9) Fa) = ^^(l~fi^)| 






dfft 


Ä« 




Hieraus bilden wir noch den Ausdruck für das Potential zweier 
symmetrisch aufgestellter gleicher Rollen ; die Werthe von \k sind dann 
fiir die eine Rolle |k, för die andere — jü, und die geraden Glieder 

heben sich fort, weil — ^L_ eine ungerade Function von fi ist. So- 

mit wird das Potential des Rollenpaares: 


(10) V, 


(8) 






^Hi-f*')'»-7^ + ifO-f*^)"* 


Ä 


dfi 


+ 


••■+^:^a-f'') 


2«-l |jp(«« — 1) 


dyi, 


+ ... 


Dass die Hälfte der Glieder forteilt, ist ein ganz erheblicher Vortheil 
für die Anwendung. 

§.68. 
lieber die Gonvergenz der erhaltenen Beihe. 

£s handelt sich nun vor Allem darum, eine Vorstellung zu ge- 
winnen, wie schnell die Reihe convergirt. Wir wollen zeigen, dass, 
bei Vernachlässigung aller Glieder, welche mit der Drahtdicke A multi- 
plicirt sind, das allgemeine Glied der Reihe* kleiner ist, als 


\ 


\ 
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c + .) (fr , 

dass demnach die Reihe rascher convergirt, als die Entwicklung von 


('-7r~4)i'-h) 


nach steigenden Potenzen von (—j . 


Vernachlässigen wir Alles , was mit J multiplicirt ist, so wird 

^n = 7-At- ^"^S:^ 
" (n — l)n "» 

und hienach 

i? _ ^ I /)(») . n(n-l) /fey^,,_,, , n( n-lXn-2 )(n-3)/^\4^,^^ , } 

^«— nlmT^ 2.8 Vr/'^"» ^ 2.3.4.6 \r ) m T " - f- 

Wenn n ungerade ist, so bricht die Reihe mit P^^^ richtig ab; ist aber 
n gerade, so muss mit dem Gliede />w abgebrochen werden. Wir 
können jedoch das Glied mit P^^ noch hinzufügen; denn dasselbe ist 
unabhängig von r und m. Dann kann aber die Reihe summirt werden. 
Zu dem Ende betrachten wir das Integral 

wo z mit r und m ebenso zusammenhangen soll, wie ^ mit q und fi, 
während h die frühere Bedeutung hat. Es sei also 

r»i = z, rj/l — w^ = r, 

wo r eine Constante bedeutet. Wir entwickeln das Int^ral nach 
steigenden Potenzen von h und erhalten 

^»nTm -1-2.3 d if^ ^^ 2.3.4.6 dz* 'T ' " j 

Nun ist 


rill ^ -r^ ^ 

,> , dz 


folglich 


Kr=^' (l-m«)Vi 


%' 


n 


— a* ^ (^ -*" ) " dS 

Nach einem Satze der Eagelfunctioneii ist aber 

(11) „«,^^.) + (!_«,.) ^^Z = „/>(.-.); 
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folglich wird 

(12) ^—^^nr^-Ul--m^y 'ä~i>(it-i) = nr«-i/><"-»). 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes folgt 

^*f- - «(«--l)("-2)(n-3)^-*i><„-'«» , 

u. s. w. 
so dass 

"• --M + '-fe^(')'''s-« +"'-lfe J^'-'(*)''s-+- • ■ 1. 

Dies ist aber der für Bn gefundene Werth. 

Demnach ist, wenn /i verschwindend klein angenommen wird, 

(13) ^-= äi* A" n 

r-* 

Unter derselben Voraussetzung kann das allgemeine Glied in der 
Reihe fUr F(i) [Gleichung (9)] folgendermaassen geschrieben werden: 

y^ \ * ^n d(i ^nh./_^ "» ' J 

Nun sei der groste Werth, den r annehmen kann (etwa die halbe 
Länge der Nadel), gleich /; dann ist, weil der groste Werth von 
/><«) 1 ist, 

\np{n)az < 2A/". 

m 

Wir haben femer 




9- 

S' 


(1 -♦*') ST "= «(»+1) J ^?' ^<^ < "("+ 1) ■ 


Folglich ist 


und die Reihe convergirt somit schneller, als die. folgende: 


•+^(»+i)ar-^£j.- 
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§. 69. 
Umformung der für die Potentiale gefundenen Ausdrücke. 

Wir benutzen die für Bn gefundene einfache Formel, uui den 
Ausdruck V^d auf eine übersichtliche Form zu bringen. Wir nehmen 
zunächst J verschwindend klein an und bezeichnen für diesen Fall die 
Potentiale mit 0{\) und (7(2), statt mit l\i) und F(2). Wie wir soeben 
gefunden, ist dann das Potential der einfachen KoUe 








dz . 


Aus dem Wertbe ü(\) folgt der von F(i) durch Anwendung der Eul er- 
sehen Summenformel; wir haben 

wo ? in Bezug auf (^, u) dieselbe Bedeutung hat, wie z in Bezug auf 
(r, wi). Die Werthe von den Abgeleiteten der einzelnen Glieder nach f 
folgen aus der Gleichung (5); wir haben 


dP^r^ 


n±2 dpi«) 


rft \ (j» d|^ / BT di\ ^"^ ^ ) dii 

»4-8 dP<»+^) 

Wir erhalten durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung das all- 
gemeine Glied von V^d in der folgenden Form 


« — A 


+ 3>- ix«-2)(«-3) g) V-- nr *' - . . . ) *^'^"^- + . . . j''-- 


; 


Ferner ergiebt sich mittelst der Gleichung (12) 

(„_l)(„_2)(»-3)r-*)i>(,»-^)= 1 %^, 

u. s. w., 
so dass die Grösse in der Klammer die Form annimmt: 

Nett mann, VorloBongeu über elektr. Ströme. 18 


194 V. Kapitel. Heretellung eines Baumes von const. elektrodynam. Kraft. 


4 a*.r*pl;> 




Die Gleichung (12) liefert noch 


n+l L m J ' 

» — A « h 


^^ in 


2 A 

, a«.r»+'Plj+^^ 

n+l äi« " ' 

1 a^.r*-^*p<j+^J 

U. 8. W., 


n + l 


so dass wir schliesslich für F(i) die folgende Form erhalten: 


"t~ fc> g ««,*.. "l 


e-f Ä 




1.2 gdiL 


2 3 p'djü 


^3.4\ w 6\2/ a^f* / p'dj* ^ 


^n(n+l)\ ^m 6\2/ 






+ 


L+ 


«— * 


Dem entsprechend wird das Potential eines Paares von symme- 
trisch aufgestellten einfachen Rollen 


(16) F 


(2) 


Anja 1 — jti* 


m 


1.2 ^djti 




+ . . . . 

. _! ( 

' (2n— l)2n \ 


2n/)(2n) 


m 


Hl) 


di 


7 /z^4g^r'"'Pi*-'\ dP;f«-'> 


L+ 


1 /^\* e'r»»p<j-> 

I 

• — 1 


-- + 


«-^« 


§. 70. 
Anwendung auf die Theorie der Tangentenboussole. 

Mittelst der abgeleiteten Formeln können wir eine genaue Theorie 
der Tangentenboussole aufstellen. 


1 
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Bei Anwendung der Weberschen Tangentenboussole werden die 
sämmtlichen Glieder vom zweiten an vernachlässigt; das zweite Glied 
muss also schon sehr klein sein. Dieses Glied fällt von selbst fort^ 
wenn die Nadel symmetrisch magnetisirt ist, symmetrisch in Bezug auf 
die Axe und senkrecht auf die Axe. Wir haben nämlich bei einer 
solchen Symmetrie immer zwei entsprechende Theilchen entgegengesetzt 
gleicher magnetischer Flüssigkeit mit gleichem r und entgegengesetz- 
tem m^ so dass aus der Summe über die ganze Nadel diejenigen Glie- 
der fortfallen, welche in Bezug auf m gerade sind^ also das zweite, 
vierte^ u. s. f. Dann wird erst das dritte Glied vernachlässigt. 

Wenn dies zulässig ist , so ergiebt sich nach Einsetzen der Werthe 
für die ersten Kugelfunctionen : 


üi 




Mittelst dieses Ausdruckes 
berechnen wir das Potential der 
einfachen Rolle auf die Magnet- 
nadel. Wir bezeichnen für den 
Augenblick ein Theilchen mag- 
netischer Flüssigkeit mit |ü; es 
liege an der Stelle (r, m) oder 
(a:, y, z). Die Rolle wird im 
Meridian aufgestellt; dann steht 
die z-Axe senkrecht auf dem 
Meridian ; und die Drehungsaxe 
der Nadel fällt mit der y-Axe 
zusammen. Um das Potential der 
Rolle auf die Nadel zu berech- 
nen, ist die Summe zu nehmen 


C 


K 



V 


i:iiz 


u 


Fig. 64. 


über die sämmtlichen Theilchen der Nadel. Ist nun M das magne- 
tische Hauptmoment der Nadel, und wird die Richtung ihrer Axe eben- 
falls mit M bezeichnet, so haben wir 

U fiz = M cos {M, z) . 

Die Axe liege in einer durch die Drehungsaxe gelegten verticalen 
Ebene; diese Ebene bilde mit dem Meridian den Winkel ep, während 
die Axe mit der Horizontalen den Winkel v einschliesse. Dann ist 

cos (M, z) = cos V sin 9> . 

Bezeichnet ferner H die Horinzontalcomponente der erdmagnetischen 
Kraft, so wird das vom Erdmagnet auf die Nadel ausgeübte Drehungs- 
moment 

— ff 2J (iz ^= — HM cos V sin q>\ 

13* 


i 
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denn die Richtung der Kraft H fallt mit der negativen a;-Axe zusam- 
men. Hieraus folgt das Potential der erdmagnetischeu Kraft auf die 
Nadel 

— HM cos V cos g> . 

Demnach wird das Potential der sämmtlichen auf die Nadel ausgeübten 
Wirkungen i 

C H — V7=- — 7 ^ cos V sin 00 — HM cos v cos a> . 

Das auf die Nadel ausgeübte Drehungsmoment ist gleich dem nega- 
tiven Ditferentialquotienten des Potentiales nach <p; damit Gleichgewicht 
bestehe, muss dieses Drehungsmoment null sein; wir erhalten so für 
die Ruhelage der Nadel die Gleichung 

-^ — ^ M cos V cos w — HM cos v sm qp = \) 

oder 

(17) ^f = -yfHV 

Der Werth von q> ist negativ, weil der Nordpol der Nadel aus dem 
Meridian nach Links abgelenkt wird, wenn der Strom in positivem 
Sinne durch die Kolle tliesst. Geben wir dem Strome die entgegen- 
gesetzte Richtung, so wird der Nordpol der Nadel nach der Rolle hin 
gezogen, der Südpol abgestossen. 

Stellen wir endlich mit Weber die Rolle so auf, dass ihre Mittel- 
ebene durch den Drehungspunkt der Nadel geht, so wird q =^ Bj und 
wir erhalten dann die gewöhnliche Formel für die Taugenten boussole 

wo die Ablenkung q> aus dem Meridian positiv gerechnet ist. 

Wir haben bei Herleitung der Formel (17) angenommen, dass die 
Nadel symmetrisch magnetisirt sei. Nun giebt es kein recht prakti- 
sches Mittel, um uns von der Zulässigkeit dieser Annahme zu über- 
zeugen. Wir befreien uns aber hievon, wenn wir immer symmetrisch 
aufgestellte Rollenpaare auf die Nadel wirken lassen, und wir wollen 
das von nun an thun, so dass die geraden Glieder aus dem Potential V 
fortfallen. Wir haben dann bei Vernachlässigung des Gliedes von der 
dritten Ordnung das Potential: 

(18) ^„, = ^ + 1^^,. 

Bei genauen Messungen darf nun aber das Glied dritter Ordnung 
nicht vernachlässigt werden; es besteht aus zwei Factoren, deren einer 
von r und m, der andere bloss von ^ und ^ abhängt; dieser letztere, 

— '^ , kann durch Messung der Grössen q und /i wohl bestimmt 
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werdeu. Gebeu wir dauu dem Rollenpaar verschiedene Stellungen, und 
beobachten wir die entsprechenden Ablenkungen der Nadel , so gelan- 
gen wir zu einer experimentellen Bestimmung der Coefficienten im 
dritten Gliede, welche von dem magnetischen Zustand der Nadel ab- 
hangen. Diese Bestimmung ist mit dem Instrument ein für alle Mal 
vorzunehmen. 

Allein es giebt noch einen andern Weg um das Glied dritter Ord- 
nung unschädlich zu machen; wir brauchen uamlich nur dem iiollen- 
paar eine solche Stellung zu gebeu ^ dass 

E« ist />(?> = |(f^^ - f f*) ; 

folglich muss sein 

Die Vorschrift für die beste Aufstellung eines iioUenpaares ist also 
sehr einfach; die Rollen müssen so aufgestellt werden, dass die Ent- 
fernung ihrer Mittelebenen von dem Mittelpunkt der Nadel gleich der 
Hälfte ihres Halbmessers ist. Dann werden bei Anwendung der ge- 
wöhnlichen Formel für die Tangentenboussole erst die Glieder von 
der fünften Ordnung an vernachlässigt. 

Wir gelangen so im Wesentlichen zu derjenigen Anordnung, 
welche Gaugain für die Tangentenboussole vorgeschlagen hat.*; Er 
ist gewissermaassen empirisch zu diesem Resultat gelangt. Bravais 
hat dann unter der sehr beschränkenden Annahme eines Umgangs und 
vollkommener Symmetrie der Nadel eine Theorie des Instrumentes ent- 
wickelt; in diesem Fall wird das Potential durch ein elliptisches In- 
tegral ausgedrückt. 

Gaugain windet den Draht um einen Kegel; die Spitze des 
Kegels fUllt in den Mittelpunkt der Nadel, und die Kanten bilden mit 
der Axe einen Winkel, dessen Tangente gleich 2 ist. 

Wir wollen zuerst diesen einfachen Fall mit unsern Formeln ver- 
folgen ^ und dann den allgemeinen behandeln, wo die Drahtumgänge 
der Rolle nicht bloss neben einander, sondern auch über einander liegen. 

Nach der angegebenen Anordnung auf der Kegelfiäche haben die 
sämmtlichen Kreisumgänge denselben Werth ft; es ändert sich bloss q 
von dem einen Umgang zum andern. Nennen wir jetzt die Dicke des 


*) Gaugain. Compt. rend. T. XXXVI, p. 191. 1863. Pogg. Ann. B.88. S.442. 
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umsponnenen Drahtes J\ die Anzahl der Umgänge 2^' und die Hohe 
der Holle 2k, auf der Kegelfläche gemessen, so dass 

2^'J' = 2k, 

und wenden wir wieder dieEulersche Summenformel an, so wird das 
Potential der conischen Rolle 


^'—J'l^^^ 6\2/ d9'^^e0\2) dQ''^ '"} 


Q-k 


wo das Q in den Grenzen sich auf die Mitte der Rolle bezieht, und 
wo für V der durch Gleichung (1) bestimmte Werth, das Potential 
des Kreisstromes B^ zu setzen ist. Für die conische Rolle ist R nicht 
coustant; wir haben vielmehr 

und wenn wir diesen Werth in V einsetzen, so folgt: 


(20) 


'inj 1 — ft* 


C. rPW ' 


n ^ dfi 


?+* 


(I-* 


wo 


i^ 1 I 1 /^'V 1 7.1.2.3 /^'\4 1 

^t = log^ + T (t) ? - -36Ö - (y-J 7 ' 

^2 ■"■ 9 6 V 2 / ^« "• 360 \2 ) ^' 

3 2p« 6 V 2 / p« "^ 3ÖÖ \ 2 / p6 ' 

(n-l)p''-* 6 \2 / p«+' "^ 360 V2 / ^»+3 ' 

Das zweite Glied hebt sich fort, wenn wir zwei conische Rollen 
zu beiden Seiten aufstellen, und das dritte verschwindet, wenn 


-r-, so dass 

6 


dfi 


0. 


§. 71. 
Potential einer Bolle, welche aus mehreren über einander 

liegenden Drahtschiohten besteht. 

Wir dehnen nun die Betrachtung weiter aus. Wir haben bisher 
einfache Rollen betrachtet, welche von einer Schicht Umgängen ge- 
bildet werden; wir wollen nun auch den Fall behandeln, wo eine 
Anzahl Schichten über einander liegen. Und zwar seien die Draht- 
lagen so angeordnet, dass die zusammengesetzte Rolle immer als ein 



- 
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System einfacher cyliudrisißher KoUen aufzufassen sei, denen dieselben 
VVerthe von /n und h zugehören; von der einen Schicht zur andern 
ändere sich also nur derWerth 
von Q, Dann füllen die Draht- 
umgänge einen ringförmigen 
Canal aus, dessen Querschnitt 
ein Parallelogramm ist; die 
mittlem Umgänge der cylin- 
drischen Schichten liegen auf 
der Kegeloberfläche jü, wäh- 
rend Q von ^, — k bis ^i + Ar 
zunimmt; wo (», sich auf den 
mittlem Umgang der zusam- 
mengesetzten Bolle bezieht. 
Die Anzahl von Ereisumgän- 
gen auf der Kegelfläche be- 
trage 2N\ der Abstand der 
Drahtmitten ^', so dass 

Ist die ganze Rolle aus dem- 
selben Draht gewickelt, so 
haben wir 



Fig. 55. 


^' = 


Vi 


Wir erhalten das Potential dieser Rolle, indem wir die Summe 
von den Potentialen aller Schichten nehmen, also 


N'—\ 


fw-S ''(»(9 + "^' + 4-)- 


Allein wir wollen nun alle Glieder vernachlässigen, welche mit einer 
Potenz der Drahtdicke multiplicirt sind. Wir schreiben dann U statt 
V und haben 

^(») = -J' I ^W (9) ^9 . 

wo in den Grenzen q dem mittlem Umgang entspricht; wir lassen den 
Index wieder weg. Nach Gleichung (9) hat ü^x) den Werth: 


(21) 


U, 


0) 


^^(l-^')l 


f7) di^*^ D dF^^^ 


...+ 


D dP^"^ 
• dp, 


+ 
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wo 


(22) 


3 ,H m ' 2.3 m ' 

D = -- r* 7><*' -I- 3 — r*/"*' 


/), = 1 r- /"») + („ - 1) J^ r»-« />(»-«) + 


n 


2.3 


m 


+ (n-3)(n-2)(n-l) 


Ä« 




2.3.4.5 

Hieraus folgt ^weiter, wenn ß die Anzahl der über einander liegenden 
Schichten bezeichnet, so dass ßJ' ^=2k, für das Potential der ge- 
schichteten Rolle: 


(23) ^(3) = ^^^(l-^^> 


"T" 1 \p — A; Q + Ic/ dfi 
+ 

. ^(_1 ^__YJ^ 


Lassen wir endlich ein symmetrisch aufgestelltes Paar von Rollen wir- 
ken y so ergiebt sich das Potential : 


(24) ^(.)-=^^ (!-**')■ 


Vi'ik 


■^ 2 \("p-^•j* {9 + k)*J dfi 

+ . 


.dpl»> 


^n-1/ 1 1^ xdP)r^ 


In diesen Gleichungen sind die Grössen r und »i von den Grössen 
Q und |ü vollständig gesondert. Nach Gleichung (22) sind die D Fuuc- 
tionen von r und ;7i; sie enthalten femer die Constante /i; dagegen 
sind diese Coefficienten D völlig unabhängig von q und (i. 

Demnach können wir dem Rollenpaare wieder eine solche Stellung 
geben, dass das Glied dritter Ordnung verschwindet^ und die Be- 
dingung bleibt dieselbe, 

— ^ =0 

dfi 



§. 72. Passende AufstclluDg vou zwei Rollenpaaren. 201 

Ueberhaupt gilt das oben Bemerkte ganz ebenso von der geschichteten 
Rolle, wie von der einfachen. 

§.72. 

Passende Aufstellung von zwei Bollenpaaren. Lösung duroh 

verschiedene Halbmesser der Bollen. 

Wir gehen nun in der Anwendung unsrer Formeln einen Schritt 
weiter; wir lassen eine Anzahl von Rollen oder von Rollenpaaren auf 
die Magnetnadel wirken. Den sämmtlichen Rollen soll immer der 
Werth von // gemeinsam sein; dann haben die Coefficienten D für alle 
Rollen denselben Werth. Das Potential des Systemes von Rollen ist 
gleich der Summe von den Potentialen der einfachen Rollen, und wir 
können jetzt die Einrichtung treffen, dass aus der Summe eine grössere 
Zahl Glieiler fortfallen, nicht nur das dritter Ordnung allein. 

Wir betrachten zuerst den Fall von zwei einfachen Rollenpaaren. 
Dieselben müssen gleiche Höhe haben, damit h gleich sei; dagegen 
können die Werthe (», ft, y» « beliebig gewählt werden; sie seien für 
die beiden Paare 

^\i ^i; J\j «I und ^.^, ft.,, 7*2, «i- 

Wir wollen weiter annehmen, es seien all«* Rollen aus demselben Draht 
gewickelt; dann muss noch 

sein, damit die Rollen gleiche Höhe erhalten. 

Wir können die beiden Rullenpaare so aufstellen, dass aus dem 
Oesammtpotential die Glieder der dritten und der fünften Ordnung 
wegfallen. Denn dies giebt die beiden Gleichungen 


(25) 




und denselben kann durch passende Wahl der Grössen 9,, jü,, j^ und 
Qif f*i> J'2 jedenfalls? genügt werden. Behalten wir dann in dem Aus- 
druck für das Potential nur das erste Glied bei, so wird eine Grösse 
von der Ordnung 


(t)' 


vemachliissigt. Wenn also der gröste Werth von r, /, etwa den vier- 
ten Theil von q beträgt, so wird eine Grösse der Ordnung 


(4)' 


< 


16000 

vernachlässigt. Wilhelm Weber giebt als Vorschrift für die gewöhn- 
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liehe Taugenteuboussole, dass das Verhültuiss von / zu ^ höchsteus 
Y betrage, und es wird dann das Glied dritter Ordnung vernachlässigt^ 
also eine Grösse ?on der Ordnung 

(IV _ JL 

V 7 / 343 • 

Den beiden Gleichungen (25) kann auf verschiedene Weise genügt 
werden. Wir setzen 

es ist ferner 

also 

dfi 2 V^ bP dfi 2.4 y^ S^ ~ 21/ 

die Gleichungen lauten hieuach 

Wir genügen der zweiten Gleichung, indem wir für /i,^ und Uj^ die 
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung nehmen 

also der Gleichung 


(26) 4-0. 


Die beiden Wurzeln sind 


1+2/y 1- 

3 ' 

und die erste Gleichung giebt 


(2') "■: - "'l'^n'- 



Am 

das Verhältniss =^ ist positiv, die Ströme müssen also in demselben 

Sinn durch die beiden Rollen fliessen. 
Den Werthen 

1^, = 0,785 0552, ^^^ = 0,285 2315 

entsprechen die Winkel 

{^,=40^5', ^j=«73ö26', 
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und damit sind die Kegeloberflächen bestimmt, auf welchen die mittlem 
Umgänge der einfachen cylindrischen Rollen liegen sollen. 

Der Gleichung (27) aber können wir in sehr verschiedener Weise 
üenüge leisten; wir lassen uns hiebei von praktischen Gesichtspunk- 
ten leiten. 

Am Einfachsten ist wohl^ die Stromstärken in beiden Rollen gleich 
zu setzen, 

■ • • 

J\ '^^ J2 ^'^ J '1 
man leitet denselben Strom nach einander durch die beiden Rollen- 
paare. Dann wird 

und die Gleichung (27) giebt 

/pi\3 1-^^« ^^ 5 ^ 29+4^7" 

5 " 

Hieraus folgt 

(^y =1,466, ^= 1,136. 

Setzen wir z. B. Q2 = \ , so ergeben sich die Werthe 

Äj =0,732, Ä2 = 0,958, 

?, = 0,869; ^2 = 0,285. 

Mithin wird das Potential der beiden Rollenpaare in diesem Falle 

wo der Factor von Jz eine vollständig zu berechnende Zahl ist. 

§.73. 
Lösung durch Stromverzweigung bei gleichen Halbmessern« 

Zweitens kann der Gleichung (27) auch genügt werden, wenn die 
Rollen auf denselben Cyliuder gewickelt sind. Wir haben dann 

und die Gleichung (27) giebt 


4l_(ini^y«7 f = 0,4446. 


i-^« 


Die Stromstärken in den beiden Rollen sollen also in einem be- 
stimmten Verhältniss stehen. 

Dieser Bedingung wird praktisch durch Stromverzweigung 
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genügt. Wir beliaudelii die Aufgabe ganz allgemein, damit wir in den 
andern Fällen, wo die Stromstärken in einem bestimmten Verhättniss 
stehen sollen, uns hierauf beziehen können. 

Wir denken uns dünne Drähte zur Anwendung gebracht; damit 
aber der Strom nicht allzusehr geschwächt werde, winden wir die eine 
Uolle ans s, , die andere aus s, Drahtstücken und schalten die sämmt- 
lichen Drabtetiicke einer jede» Rolle neben einander in den Strom ein. 
Ferner sollen alle Drahtstücke einer Rolle dieBelbe Läu^e haben, so 
dass jedes der s, UrahtstUcke u, mal, jedes der s^ DrahtstOcke aber 
Mj mal um den Cylinder gewickelt ist. Wir haben dann, weil beide 
Rollen aus demselben Draht gewickelt und gleich hoch sind, 

Der Stammstrom / theilt sich in die beiden Rollen, deren Widerstände 
w, und Wj seien; demnach wird 

i; =" •/ - T^ - , Jf = J — ^ — . 
und die Bedingung 

liefert 

tüf =JJW, . 
Nun seien die Lilugeii der Drahtstücke, s, und Sj, gleich /, und /,; wir 
haben dann 

;, =2;iÄM| +i,, /, = 2reftw, + ij, 

wo A, und l„ die Längen der Drahtstücke bedeuten , welche die Win- 
düngen mit dem ötammstrom verbinden. Dann sind die Querschnitte 
der Strunibalin iu di.-n beiden Hollen, wenn g den Querschnitt des 
Drahtes bezeichnet, 

die Widerstände der beiden Zweifle sind proportional j- und 4-; folg- 
lich ergiebt sich die Bedingung 


■2j[Jf«, + i, ^ iTTÜMj-l-i, 


oder, weil 


fu nucli ^, und K^ in Theileii des C'yhndL'rnmfauges aus, 

i, = 2jtÄA|', Aj = 2^Jtk.i, 
' Bedingung lautet 

sseii die u ganze Zahlen sein; da A,' und *,' beliebig zu 


kj 
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wählen sind, kann dieser Bedingung immer genügt werden; in dem 
vorliegenden Falle können wir z. B. setzen 

= 8, «2 = 12, A/ = 0,67, V = 1 • 


e/< 


Endlich muss noch der Bedingung genügt werden, dass 5}, $2 und a 
ganze Zahlen seien , 


a 


s^u^ 


^2^2 5 


auch dies ist immer möglich, da t/| und u^ ganze Zahlen sind, und 
über a kann verfügt werden; wir setzen 

a = ^ t/j t/j , 

wo A eine ganze Zahl ist, und erhalten 

Bei dieser Anordnung wird der Werth des Potentiales 


also 




^(2) =C + 


4nJa JB* 


K2 Pi' 1+P 


i'ii)' . 


§. 74. 
Anwendung von zwei Paaren geschichteter Bo]len. 

Wir wollen noch den Fall betrachten, wo die Rollen aus über 
einander liegenden Umgängen gebildet sind. Das Potential eines Rollen- 
paares wird dann durch die Gleichung (24) bestimmt: 

log ^+* 


,j Anjaß .. 2\ 


k 


rfP'?' 




dfi 


+ 


Wir stellen uns wieder die Aufgabe, durch Anwendung zweier Rollen- 
paare die Glieder der dritten und fünften Ordnung wegzuschaflfen. 
Und zwar soll das Glied fünfter Ordnung wieder zum Verschwinden 
gebracht werden, indem die Werthe von /i* für die beiden Rollen- 
paare den beiden Wurzeln der in Bezug auf fi^ quadratischen Gleichung 
(26) gleich gemacht werden, so dass für die beiden Rollen 




0. 


Damit die Goefficienten D in den beiden Rollen gleiche 
spf/'Mi wir die Werthe von // gleich; wir denken uns t 
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aus demselben Draht gewickelt, so dass auch die a gleich werden. 
Dann muss der weiteren Bedingung genügt werden 

Dies kann wieder auf sehr verschiedene Weise geschehen. 

Wir wollen hier zuerst annehmen, der mittlere Durchmesser sei 
derselbe fQr die beiden Rollen, 

P,'(l- >»,') = 92*0 -f.»*)-ÄV 
Ferner soll die Anzahl der Schichten in den beiden Rollen gleich sein, 

Die Gleichung (28) giebt dann für das Verhältniss der Stromstärken 
einen bestimmten Zahlenwerth, 

Dieser Bedingung kann durch Stromverzweigung genügt werden, ganz 
ebenso wie oben. 

Der Endwerth für das Potential wird in diesem Fall 

oder 

Wir können aber auch die Anordnung treöen, dass die Strom- 
stärke in beiden Rollen dieselbe sei. 

Wir setzen dann « 

k^=qQ^, ^2 = ^?2> 

wo q eine passend zu wählende Zahl bedeutet, und es folgt hieraus 

^ 2gP|Kl — fti' f. 2gp,Kl-^j« 

Demnach liefert die Gleichung (28) die Bedingung 


•^ 


I 


^!z'"*l!Lt''." i) 4. ^iir*'^^*' ~-i) = 


oder 


Qi' + et* 

^ = 0,9925 . 


Als Endausdruck für das Potential ergiebt sich jetzt 


§. 75. Fortschntt'iiiiL; dreier Glioder durch Aiiwendiing z' 


ft 


Fortaehaffung dreier Glieder durch Anwenduag \ 
PaarOD einAioher Bollen. 


Wir liabeu mitbin durch Anwendung zweier Kollenpaare die Glie- 
der der drittel! und der fünften Ordnung aus dem Gegammtpotential 
fortgeschafft, und zwar sowohl hei Annahme einlacher, als bei An- 
nahme geschichteter Hollen. Mau winl auf diesem Wege weiter gehen 
und durch Anwendung von drei Kotlenpaaren auch uoch die Glieder 
der siebenten Ordiiung wegsehatfen können, womit jedem praktischem 
BedUrfuiss gentigt wäre; allgemein würden durch Anwendung von 
n Rollcnpaareu die Glieder fortgeschafft von der dritten bis zur 
(2n-{-l)teQ Ordnung. Allein aus dem Obigen geht werter hervor, dasB 
hiebe! noch sehr viel Willkürliches bleibt, und es fragt sich daher, ob 
man nicht mehr als n Glieder durch passende Auwendung von »Uollen- 
paaren fortschaS'en kann. Wir finden wirklich, dass mittelst zweier 
Rollenpaare auch uoch das Glied siebenter Ordnung kann fortgeschafft 
werden, und dann werden wir zeigen, wie allgemein durch Anwendung 
von nRollenpaareu die Glieder fortgeschafft werden von dem der dritten 
bis zu dem der (4h — l)ten Ordnung. 

Wir versuchen zuerst, durch zwei Paare einfacher Rollen die Glie- 
der der dritten, fünften und siebenten Ordnung fortzuschaffen. Damit 
die (Joefficienteu Ü für beide Rollenpaare gleiche Werthe haben, müs- 
sen wir in beiden fi gleich setzen; die drei Gleichungen, denen Genüge 
zu leisten ist, nehmen dann die folgende Form au: 


(29) 


Jt"i<' -fi*) 


di-J? 




. AgiC — f i*) 


dP'l' 








In diesen drei Gleichungen sind vier Grössen willkürlich, ft,, n^, 
•'.' "-' und ~ : wir können also noch über eine derselben verfügen. Am 
Vortheilhaftesten wird dies mit dem Verhältniss — geschehen. Man 
könnte die beiden Rollen auf derselheu Cylinderfiäche annehmen, oder 
auch beide in derselben Kbeue. Am Einfachsten aber wird sein: 

\ die mittlem Umgänge der Rollen liegen auf einer Kugelflüche, und 
[ wir erhalten die constant« elektrodynamische Wirkung in einem kugel- 
I förmigen Raum. 
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Setzen wir unter dieser Annahme die Werthe der P<"> in die 
Gleichungen (29) ein, so werden diese Gleichungen: 

= Ai (^/ — j ^,'^ + 21) + ^^2 ('^2* "^ T ^^2^ + 2t) ' 
= ^, (/i,« - 15 ^1' + 1^ /^i' - 8.17:13) + 

+ ^2 (f*2^ — 13 ^2^ + lYTll ^^2^ ^ 3.11.13) ' 


WO 


A =>l«l(^ — /*1^) > ^2 =y2«2(l — f*2^) • 

Indem wir A^ und ^^2 ^^^ ^^^ ^^^^ Gleichungen eliminiren, folgt 

(/^,^-^2^)|f*tV2^-T('*l' + ^20+6^l =^' 
(^,^-f*2')|^l'+f*2'-T)=0, 

und hieraus ^i^ + ^^2 ^ _ ^ ^^2^^2 = __ 

Demnach sind ft,^ und ftj^ die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 

^ 3 ^ ~ 3.7 d^ ' 

also derselben Gleichung, welche wir oben angenommen haben um 
zwei Glieder wegzuschaffen. 

Wir finden also wieder 


l^i'- 

1+ 

2^ „2_«- 
3 ' **» 

3 ' 

J1«l 


• - i»t' 'A - ßt* 

ßft« 


f 


femer wird jetzt 


und somit 


Oben haben wir er, = or^ genommen und dem Verhältniss der Strom- 
starken durch Stromtheiluug den vorgeschriebenen Werth verschafft. |^i 
Wir können aber auch die Stromstärken gleich setzen, 

■ • 

und es folgt dann 

% = 0,682 . 

Dieser Werth ist sehr nahe gleich 5^. Wir mttssen berücksich- 
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tigen, dass wir die Höhen aller Rollen gleich angenommen haben, 
dass also 

«1 z/j 15 

öi ^ 22 

sein soll. Um dieser Bedingung zu genügen, können wir entweder 
Drähte von entsprechender Dicke wählen, oder, was viel einfacher sein 
wird, Bündel von sehr dünnen Drähten anwenden, ein Mal 15, das 
andre Mal 22 Drähte neben einander. Treffen wir eine solche Anord- 
nung , so wird das Potential der beiden Rollenpaare 


oder 


Treffen wir dagegen, wie früher, die Einrichtung, dass 

indem wir den Strom in dem Verhältniss von 15 zu 22 zwischen den 
beiden Rollenpaaren theilen, so erhalten wir 

4« Ja (1 — ft|*)tt?2+ (1 — j*t*)w'i 
9 


u,,,= c-\- ^^^^^^ 


Wi j, 22 
wo = ^ == TZ > 

oder Ui2) = C+ ~jf " 0,714. z . 

K2p ' 

Hierin bezeichnet / die Stärke des Stammstroms, und die letztere Ein- 
richtung wird im Allgemeinen vortheilhafter sein, weil die Stromstärke 
J mehr als das Vierfache der Stromstärke j beträgt. 

§. 76. 
Dasselbe bei Anwendung geschichteter Bollen. 

Eine ganz ähnliche Betrachtung können wir für geschichtete Rol- 
len anstellen. 

Wie nehmen wieder die h und auch die q für die beiden Rollen 
gleich an, ferner aber noch die Ar, um dieselben Bedingungen (29) zu 
erhalten. Nur die Grössen A^ und A^ haben dann eine etwas andere 
Bedeutung, nämlich 

Da wir dieselbe Gleichung für die Grössen ll^ und ftj haben ^ erhalten 
die Rollen gleiche Stellung, wie oben. 

Neumaun, Vorlesungen über olektr. StrJ^me. 14 
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Ferner haben wir, da die Grosseo k gleich gesetzt sind, nicht 
gleich viel Schichten in jeder Rolle; nehmen wir denselben Draht, so ist 


Endlich folgt 




^J"' = 1,015. 


Wir leisten dieser Bedingung unter der Annahme 


a, = «2 


dadurch Genüge, dass wir durch Stromtheilunsr dem Verhältniss der 
Stromstärken den von 1 wenig verschiedenen Wertli verschaffen. Aus 
der Formel S. 206 folgt dann der Ausdruck für das Potential der 
beiden Rollenpaare. 

§.77. 

Behandlung des allgemeinen Falls : Durch Anwendung von n Bollen- 
paaren werden [2n — 1) Glieder fortgeschafft. 

Wir gehen nun über zur Behandlung der allgemeinen Aufgabe: 

Mittelst n Rollenpaaren sollen die sämmtlichen Glieder 
weggeschafft werden bis zu dem der (4n -|- l)ten Ordnung. 

Wir legen der Betrachtung Rollen mit einer einfachen Schicht 
von Drahtumgängen zu Grunde; die Resultate gelten dann auch, wie 
in dem eben betrachteten besondern Falle, für Rollen mit mehrfachen 
Schichten, wenn wir nur über die Dimensionen eine passende Bestim- 
mung treffen. 

Wir machen weiter die besondere Voraussetzung, dass die mitt- 
lem Umgänge der 2n Rollen auf ein und derselben Kugelfläche liegen. 
Diese Annahme ist nicht noth wendig; es müssen nur reelle Werthe für 
die n Grössen fi sich ergeben ; im Uebrigen ist die Anordnung beliebig. 
Man kann z. B. annehmen, dass die mittleren Umgänge der Rollen 
auf einem Rotationsellipsoide liegen, und die Rechnung durchführen; 
in diesem Falle wird die Wirkung constant im Innern eines Raumes, 
der von einem Rotationsellipsoid begrenzt ist, und das kann unter 
Umständen vortheilhaft sein. Für andere Annahmen ist die Rechnung 
nicht angestellt worden; wahrscheinlich wird das Problem lösbar sein, 
wenn die mittleren Umgänge auf einer Cylinderfläche liegen; denn 
diese bildet einen Grenzfall des Rotationsellipsoides. Ob die sämmt- 
lichen mittlem Umgänge auch in einer Ebene liegen können, ist 
zweifelhaft. 

Die mittlem Umgänge sollen auf einer Kugelfläche von dem Halb- 
messer Q liegen; wir nehmen ferner die sämmtlichen Rollen gleich 
hoch an, so dass die h gleich sind. Dann muss den folgenden (2;? — 1) 
Gleichungen genügt werden: 
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(30) 





= ^, 


' du, 


dfi| 


dPf 
' dp, 

+ ^* d^. 


+ • • • + ^» "d:;i7 ' 


l 


dp'*"-*' dpy— ») 


•+-*- d^, ' 


WO die n Grössen A die Bedeutungen haben: 

/3JJ ^2 =/2 ""'i (^ — ^i^)» 


Wir können über die n Grössen fi und über die Verhältnisse der 
n Grössen A verfügen; das Problem ist also völlig bestimmt; nur fragt 
sich, ob wir für die Grössen ^i und A reelle Werthe erhalten, und für 
die ersteren solche, welche kleiner als 1 sind. 

Hätten wir statt der einfachen Rollen solche mit mehreren über- 
einander liegenden Schichten angenommen, so wären wir zu demselben 
System Gleichungen (30) gelangt, sobald wir neben q und h auch k 
in den sämmtlichen Rollen gleich gemacht hätten; nur die Werthe der 
Coefficienten A wären andere gewesen: 

A =yi«i/5| (1 — ^1^); "• s.w. 
also bei Verwendung desselben Drahtes in allen Rollen: 

^i =J\ «1 (1 — H'i^) y U. S. W. 

Die im Folgenden abzuleitenden Lösungen der Gleichungen (30) 
umfassen mithin die beiden Fälle. 


§. 78. 
Auflösung der Gleichungen, welche die Lage der Bollen 

bestinunen. 

Wir eliminiren aus dem System von (2n — 1) Gleichungen die 
Grössen A^ erhalten so eine Gleichung nten Grades zur Bestimmung 
von ^ und finden schliesslich die Werthe A. 

Zunächst geben wir dem System Gleichungen eine viel einfachere 
Form, indem wir die vorhergehenden Gleichungen zur Reduction der 
folgenden benutzen. Wir setzen 

^1 + ^;» + • • • + ^« = ^ • 
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Ferner ist 

-C"^"- iV...,|(2.+ 1) .■•- (2. - 1) <'• t!li^ ^ .— + 
WO iVsr+i eine Zahl bedeutet. Endlich folgt 


1 


p{il^-^l)fj,dfl=nO 


^"^^ )2*'4-3 2.(4v + l) 2^+1 ' 


(2»4-l)2»' 1 . (2v + l)2v(2v — \)(2v'-2) l 


_' I 

2.4.(4»' + l)(4v — 1) 2v — l "'\ 

Berücksichtigen wir dies, so erhalten wir aas den Gleichungen (30i 

-^1 r -^2 I • • • I -^w "^^ "3" 1 

3{^l^l' + ^2^2^ +.,. + Anfln^] =-5-, 
0|^,fi, -h ^2^2 i-'-'-t-'^nf^» > — J2.9 6 2.4.9.7 T}=T' 

allgemein 

(2v + 1) I ^, (l,^^ + ^,^,«- + . . . + ^n^*M = 

(2y4-l) 2y _Ä (2v+l)2»(2y — 1) (2y - 2) S , ;J 

2.(4v + l) 2v + l " " •2.4.{2v+ 1)(2»'— I) 2v — 1 •" * " • 2v +$' 

Wir können demnach statt der Gleichungen (30) die folgenden an 
nehmen : 

A\ ~r -^2 r • • • 1 -^n = i ~*i t 


(32) 


^1 f*l^ + ^2^2^ + . . . + Anfln^ = ,-7, , 


1.3 
3.6 


J ^, 4« — 2 _|_ yrf « 4n-2 I _!_ J « 4n — 2 .^ 


Aus der Form dieser Gleichungen ersehen wir, dass die n Grossen ^• 
die Wurzeln einer Gleichung vom «ten Grade sein müssen. Die« 
Gleichung sei 

oder, wenn wir a= - setzen, 

1 + A,f^;^ + A2u;4 + ...+AnU;«« = 0. 
Wir haben dann 

1 - ^1*«;« ^ 1 - |t*,«w« ^ ' • * ^ i - ä «i^« 

^ B + 1?^ tfj« + ^,tt7« + . ..+^n-iti;*"2* 
1 -f A, tu« + A,lö' + . . . + kw^n 
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Wir entwickeln links nach steigenden Potenzen von w und er- 
halten 

s' P 4- !^! -L. :«?i 4. j 5'""* L i 

'^ h.3 •" 3.5 ■•" 6.7 "^^ * • "T" (4n— l)(4n + l) "T ' ' ' ( * 

Multipliciren wir dann mit dem Nenner der rechten Seite, und ver- 
gleichen wir die Coefficienten der Potenzen m;®, w'^ ^ . . . w^'^~^ links 
und rechts, so erhalten wir 2n Gleichungen; die n ersten enthalten 
die Grössen ^ ; die n folgenden aber sind : 


A, , A, 


A 


1 


* I '21 I _'^t I I 5 

(2n+l)(2w + 3) ■ (2n— l)(2n4-l) ' (2n— 3) (2n - 1) ' ' ' * ' 1.3 

_ _ 1 _ I A| , A, , , A^ 

(2n+3)(2n + ö) ' (2w+l) (2n+3) "■ (2n - 1) (2n"+ 1) "r" ' ' ' T 3 5 » 


' I A| . A« J_ _J_ " 

(4n-l) (4*1 + 1) "T" (4n— 3)(4n— 1) "^ (4n-5) (4n— '3)"^ ' ' * "^ (2n -l)(2n+l) 

Nun werden die Coefficienten der Gleichung 

durch dasselbe System Gleichungen bestimmt. Denn wir haben, wenn 


1 


du 
Setzen wir also 


-N 


>(8n-fl) . 




= N {^»- + B, ,**— * + B,^«-* + . . . 4- B.), 


so folgen zur Bestimmung der Grossen B die Gleichungen: 

_. _ ^ I Bi I ^ I I ^ 

(2n + l)(2n+3) ' (2n-l)(2n + l) "*" (2n— 3)(2n — 1) ' * ' ' ' 1.3' 

__. \ I Bi j ^ 1 I _ « 

(2n+3)(2n+5) •" (2.n+i)(2n+3) ' (2n--l)(2n4-l) •" * ' ' ' 3'.5' 

U. 8. W. 

Folglich sind die n Grössen /li^ die n Wurzeln der Gleichung 
(33) ^1>L 0. 

Diese Wurzeln sind alle reell, positiv und kleiner, als 1. Mithin 
ist die Lage der n Rollenpaare gefunden, und es handelt sich nur noch 
um die Berechnung der Coefficienten A. 


214 V, Kapitel. HersteUung eines Raumes von const. elektrodyDam, Kraft. 

§.79. 

BeatimmuDg der Coeffioieiiten ^; BerechDUtig der Stromstärken fflr 

den Fall tod elnfiuibeii und von gesohichteten Bollen. 

Dien geschieht am Einfachsteu mittelst Jer n ersten Gileichungen : 

A^ + A, +...+ A„ = j^g, 

'^lf*l'+ ''ifj' +-■•+ '^-f*-* " 375' 

Wir suchen Multiplicatureu A^*!,, *"_!.«»■■■ '^l*'» * **"i *^" ^*" 
schaffen Ke it , ilaes 

für A ^ A 
p^»— t ^ iw ^.--< + . . . -f iw , ^1 + AI*!, =- 0, 
wo A und k eine der Zahlen 1, 2, ... n bedeuten. Dieser Bedingung 
vird genUgt durch 

ii*> = A, + ^; 

IJ» = A, + A, iil + f.«, 

^i*' = Aj + Aj f.» + A, f*J + ftj , 

Al*L.= A,_,+ A,_,f.J + ... + A,fiiS-* + ^r-V 
Denn der Ausdruck, welcher verschwiuilen soll, erliSIt die Form 
1^1-' + (A, + *»;)/•*'"• + (A, + A, f4^ + f.J)f.J'-« + 
■■■ +|A,_, + A,_,^H-.,. + A,^J'-' + K-^^}. 
oder, wenn wir mit fij — fi^ multipliciren, 
- A, + A, = 0. 
Wir erhaltfD demnacli 

oder, wenn wir das Ri-aultat iiai;li Potenzen vuu m ordnen, 

''J +(,, + ::yJf'r +U-^ + ir6 + r3)f* ' + ■■■ 

^ \{-ln ni8ti + l) ~ (3 « 3 tJW h ~- - •" 1.3 / 

%,.;-"+(«- l)A,^J-*+Cn-2)A,^J-«+:.. + 2A,_.^* + A^; 
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8ouiit ergebeu »ich zur Bestimmung der Stromstärken Gleichungen von 
der folgeudeu Form: 

wo a, , a.2 . . . Un gegebene Zahlen sind, also, wenn wir die a gleich nehmen, 


a. 


S 


J\ 1 _ « « /y ' J2 




Diesen Bedingungen wird durch Stromth^ilung genügt, wie das in 
dem Falle von zwei Rollen paaren gezeigt ist. 

Haben wir statt der einfachen Rollen solche mi^ eiuür Anzahl von 
Drahtschichten, so sind die Stromstärken den folgenueu (ileichungen 
gemäss zu bestimmen (S. 211): 

J\ 8/ *^> •/2 — ' 3/ ^» ' ' ' Jn 3/ 


s. 


Wir wollen endlich noch bemerken, dass mau statt der einzelnen 
Lagen neben einander gewundener Drähte auch Blechstreifen zur An- 
wendung bringen kann; es fallen dann in aller Strenge die Glieder 
fort, welche von der Drahtdicke abhangen. Diese Einrichtung möchte 
unter Umständen vorzuziehen sein. 

Die Werthe der Wurzeln sind für den Fall von zwei, drei und 
vier Rollen paaren : 

0,705 0552 

,285 2280 , 

0,871 734 

0,591 701 

0,209 308 , 

0,919 53 
0,738 7Ü 
0,477 94 
0,165 28 . 


1 0; 


n = 3 


w = 4 


§. 80, 
Das Potential des Systemes für einen äussern Punkt. 

Die hauptsächliche Anwendung des eben gefundenen Rollensystems 
besteht nicht in der Construction einer genauen Tangenten boussole; 
mau reicht* da mit weit geringern Mitteln vollständig aus. Dagegen 
wird ein solches System vorzügliche Dienste leisten, um die Magneti- 
sirung zu untersuchen. Sollen wir diesen Vorgang mit der Rechnung 
verfolgen können, so muss die wirkende Kraft an allen Stellen des 
magnetisirten Körpers dieselbe Grösse haben. 

Wir denken uns innerhalb des Raumes, in welchem eine constante 
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Kraft wirkt, eine Kugel aus weichem Eisen; dies ist der einfachste 
Fall. Die Kupfel wird in eiuen m^netischen Zustand versetzt, und wir 
können so eine constante Kraft wirken lassen, welche 2i) bis 30 Mal 
so stark ist, als die erdmagnetische. Mit Vortheil würde man dem 
Eisen die Form eines Kotatiousellipsoides geben; dann wäre aber eine 
andere Anordnung der Rollen passeud, wo die mittlem Umgänge auf 
einem confocalen Rotationsellipsoid liegen; wir haben dies oben schon 
angedeutet. 

Wir bleiben bei dem Falle einer Ku^el stehen. Es soll die Stärke 
ihrer Magnetisirung bestimmt werden, und wir erhalten eiaen ein- 
fachen Ausdruck für das Potential derselben in einem ausserhalb lie- 
genden Punkt; daraus folgt die Wirkung der magnetisirten Kugel auf 
eine drehbar aufgestellte Magnetnadel oder auf eine bifilar aufgehängte 
Drahtrolle. Gleichzeitig wirken aber noch die Stromumgänge der Draht- 
rollen, und deshalb müssen wir die Untersuchung unseres Stromsystemes 
vervollständigen, indem wir auch das Potential desselben in einem 
äussern Punkt berechnen. Diese Bestimmung ist übrigens an sich ganz 
interessant. 

Wir berechnen zunächst das Potential eines Stromumgangs in 
dem Punkt (r, wi), welcher ausserhalb der durch den Strom gelegten 
Kugeloberüäche liegen soll. Wir haben (S. 184 ff.) für dieses Pot.ential 
den Werth gefunden: 

2ä /U, 




Y^j / ^. ^^^9>; 


doch ist jetzt ~ < 1 , 

folglich ^ = -L ( (X«. + (A) o(.. + (-^ y (X2, + . . . j . 

Bei Einsetzen dieser Reihe folgt, genau wie oben, 


F„ = 


nffii'r)' f^" +2 W^^^'+3 (;y (>^" + • • • 1 ä, ä^ 


Führen wir ferner die Integrale nach ^ mittelst des Satzes aus: 


jn 




^ ^ n (n + 1) d/*, 

I 

schreiben wir dann statt ^^ einfach ^, und nehmen wir gleich die 
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beiden Umgänge + ft in dem Rolleiipaare zusammen , so ergiebt sich 
das Potential 


(34) F, *^''l^^ 


'^ \r / fn dfjL ' 4 \r / "* dfi ' 

+ i(±)V. '^'' + 


Hieraus folgt, bei Benutzung der oben gebrauchten Bezeichnung 
für das Potential des symmetrisch aufgestellten Röllenpaares , 

f.-A 


r.=l[/r4n.t-l(#r^«' + i(-^) 


Wir entwickeln nach steigenden Potenzen von h und erhalten: 

Zur Bildung der Ditfereutialquotienten benutzen wir hier die folgende 
Formel. Wir haben 


folglich 


Qfi = t, q'O -fi^) = Ä2; 


i 


R'di 




Mithin wird 


(IJt + S") '^ 


■ rff 


(2p 


2n 


= ^(1-^^^) 






_i_ „ü« ^lilzii^) _^ 


dj 


jp(«n-l) 

= 2ng*'-^{\ — ft*)^ — ^ Ä»p»» 8(2«— l)2«/'Ji»»-'> 


Nuu ist aber 




~(2;i -!)/>, 


(»n-l)| 

- r 


(35) 


^p(2n-l) 


djU' 


- — (2n— l)/>(^'»-i) = 


dP 


(8n— 2) 

d(i 


Folglich erhalten wir 


(36) d.Q^'il-^^)—^ 


^p[in-l) 


dp?'-v 


ät " =2«,— (i-^^)::i|j^ 


und auf demselben Wege weiter 
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dp 2«(2n-l)9='->'(l_^*)- " 

u. s. w. 


dfi 


Wir können schliesslich schreiben: 

(37) ^.— •;|"(,-,n{»,(f)"'i;''+«.(-^)' 

WO, wie oben, gesetzt ist 






■}• 


a 


2h 


und wo die Coefficienten M die Bedeutung haben : 

'"1 2 w '12.3 e \2/ fr* ' 

^ 12.3.4.6 6 \2/ 2.3 ^ 360 ^2/ J f« ^m^'"' 

^"2 4 ^rn ^ \2.3 6 \2/ J f « "» "T • • > 


(38) 


M. 


J> />(5) I 

ß ^ m t- • • • • ; 


Diese Coefficienten M sind unabhängig von q und ft; sie haben also 
für alle Rollen denselben Werth, und wenn wir nach den oben ab- 
geleiteten Vorschriften n ßollenpaare aufstellen, so fallen auch hier 
aus dem Gesammtpotential die sämmtlichen Glieder fort, mit Aus- 
nahme des ersten, bis zu dem der Ordnung 4n -{- l. Allein da- 
mit wird jetzt das Potential nicht mehr eine lineare Function von z\ 
denn der Coefficient M^ wird durch eine nach Kugelf unctionen fort- 
schreitende Reihe dargestellt. 

Wir erhalten jedoch ein ziemlich einfaches Resultat, wenn wir 
alle Glieder vernachlässigen, welche von der Drahtdicke abhangen. Wir 
haben dann 

und wenn wir diese Reihe summiren, so folgt 

^ ^ r« f 1 _ ^ ^^ 1 1 

^ "" 4Ä \yr^—2rhm + h* j^r»-f2rÄw-fli«l " 

Mithin wird das Potential der n Rollenpaare in diesem Falle: 

]K2 l ^1 ^ ^t ^ ^ ^n ' '^ 


(39) 


X 


\Vi^-' 2rhm+ Ä» Vr- + ~2rhm + h*V 
Dieser Ausdruck hat eine einfache physikalische Bedeutung; er stellt 
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das Potential eines Magnetes dar mit den Polen an den Stellen + h 
und — h der Axe; in diesen beiden Punkten sind die durch den Factor 
bestimmten Mengen positiver und negativer Flüssigkeit anzunehmen. 
Der Ausdruck ist genau bis auf Grössen von der Ordnung 


(t 


dies ist schon für w = 3 und r = 2^ eine sehr kleine Grösse. 

Mittelst des Ausdruckes (39) können wir die Wirkung der Strom - 
Umgänge auf einen ausserhalb derselben befindlichen Magnet oder auf 
eine bifilar aufgehängte Rolle berechnen ; ziehen wir von der Gesammt- 
wirkung in dem von uns angenommenen Falle diese bekannte Wirkung 
des Stromsystemes ab, so bleibt die Wirkung der magnetisirten Eisen- 
kugel übrig, und diese letztere Wirkung kann somit genau bestimmt 
werden. 




VI. Kapitel. 

lieber die Strömung? der Elektricitat im Raum. 

§. 81. 

Allgemeine Oleichung für die stationäre Strömung im Baum. 

Wir gehen nun über zur Ableitung der Principien für die Bewe- 
guug der Elektricitat im Raum. Das Eigeuthümliche der anzustellen- 
den Untersuchung besteht darin, dass die Wege, welche bei einer 
linearen Leitung gegeben sind, hier erst müssen gesucht werden. Jedoch 
kann man durch eine sehr einfache Betrachtung die jetzt vorliegende 
Aufgabe auf die einer linearen Bewegung reduciren. 

In einem bestimmten, beliebig von Nichtleitern begrenzten Itaum 

befinde sich Elektriciiült in Strömung; ist diese Strömung stationär, so 

hat die elektrische Spannung, welche wir wieder mit u bezeichnen 

wollen, an jeder Stelle des leitenden Raumes einen bestimmten Werth, 

und es handelt sich wesentlich darum, u als Function von x, y, z zu 

bestimmen. Nun ist 

u SS const. 

die Gleichung einer Oberfläche mit der physikalischen Bedeutung, dass 
die elektrische Spannung an jeder Stelle denselben Werth hat. Dann 
muss aber die Strömung senkrecht auf diese Oberfläche stattfinden, 
weil nach dem Ohmschen Grundsatz die Strömung zwischen zwei 
Punkten dem Unterschied der Spannung proportional ist. Folglich 
sind die Strömungscurven die rechtwinkligen Trajectorien all der Ober- 
flächen, wo die Spannung in jedem Punkte denselben Werth hat. 

Es sei do ein Element einer solchen Oberfläche, dn das Element 
der Normale. Errichten wir in sämmtlichen Punkten der Grenze von 
do die Normalen, so erhalten wir das Element eines Canals von der 
Eigenschaft, dass alle durch den Querschnitt do eintretende Elektri- 
citat in dem Canal bleiben muss. Ferner kann die Menge von Elek- 
tricitat angegeben werden, welche in einer gegebenen Zeit durch die 
Fläche do hindurchströmt*, denn es ist der Unterschied der Spannung 
am Anfang und am Ende von dn gleich 

o- dn ; 

nehmen wir weiter an, es sei der Körper homogen, und nennen wir 
sein Leitungsvermögen x, so strömt in der Richtung von dn während 
der Zeiteinheit durch das Flächenelemeut do die Elektricitätsmcnge 


§, 81. Allgemeine Gleichung für die stationäre Strömung im Raum. 221 

du , 
— X ^- do . 

dn 

Diesen Ausdruck können wir aber durch die Summe von drei andern 
ersetzen; diese letztern bestimmen diejenigen Mengen von Elektricität, 
welche durch drei auf einander senkrechte Flächenelemente, die Pro- 
jectionen von do auf die drei Goordinatenebenen, während der Zeit- 
einheit hindurchströmen. 

Analytisch ist dies sofort klar. Wir haben nämlich 

dn \dx dn ' dy dn * de dn) 


weil 
Somit wird 


dX r \ 

— == COS (n, x)y u. s. w. 


^** j du j j du j j du ^ ^ 

— K ^- do =^ — X ^- dy dz — x 0- «z dx — x ^^ dxdy, 

on ex ^ oy de 

Dies ist eine Summe von drei Partialströmungen. Die erste derselben 

ist proportional ^, und sie findet in der Richtung der positiven 

x-Axe statt durch das Flächeuelement dy dz\ entsprechende Bedeu- 
tung haben die beiden andern Ausdrücke. Demnach kann die Strö- 
mung durch ein Element der Oberfläche u = const. in der Richtung 
der Normale ersetzt werden durch drei auf einander rechtwinklige Strö- 
mungen, welche in der Richtung der drei Coordinatenaxen durch die Pro- 
jectionen des Elementes do auf die drei Coordinatenebenen stattfinden. 
Wir können aber dicbc Transformation auch geometrisch vorneh- 
men. Wir denken uns die Elektricitätsmenge 

(- 1-:) "». 

welche durch das Flächenelement do hindurchströmt, dargestellt durch 

ein Prisma von der Basis do und der Höhe 1% ~\ ; für dieses Prisma 

können wir drei andere setzen, mit den Grundflächen 

cos {n,x)dOj cos (n,y)dOf cos (n, z) do, 
und den Höhen 

(^ f^) c«s ("' ^)^ (^ 1^) <^ös (w,y), (x 1^) cos (n, z). 
Demnach wird 

+ (xf:)cos(. + 

.f(x|?)coa(ii 


^ 
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Nun ist einmal 

cos (n ,x)do = dy dz , u. s. w. ; 

dann aber haben wir, wenn wir uns statt der Coordinaten x,y , z die 
neuen n^ s, t eingeführt denken, n in der Richtung der Normale auf 
die Oberfläche, s und / parallel der Oberfläche, 

du __ du dn i du dj i du dt^ _ du dn du , 

dx "" dn dx '^ d8 dx~^ dt dx dn dx "" dn ^^® ^^^ ^^' 

weil ^ und ^r iiuU sind, u. s. w. 

CS dt 

Mittelst der eben angestellten Betrachtung ist es leicht, die all- 
gemeinen Gleichungen für die Bewegung der Elektricität im Kaum ab- 
zuleiten, unter der Voraussetzung eines stationären Ström ungszustandes, 
welchen Fall wir hier allein behandeln. 

Wir denken uns an der Stelle (x, y, z) ein rechtwinkliges Parallel- 
epipedum ausgeschnitten, mit den Kauten dx, dy, dz parallel den drei 
Coordinat^naxen ; wir berechnen die Mengen von Elektricität, welche 
während der Zeiteinheit durch die Seitenflächen einströmen und aus- 
strömen; diese beiden Mengen müssen einander gleich sein, wenn ein 
stationärer Zustand der Strömung stattfindet. 

Nun strömen, nach der eben abgeleiteten Formel, durch die drei 
Seitenflächen, welche in der Ecke (o:, y, z) zusammenstossen , die 
folgenden drei Mengen von Elektricität ein: 

- X Jl dydz, 

— X ^- dzdx, 

dy ' 

~'^ ds ^^^y'y 

dagegen strömen durch die drei andern Seiten die Mengen aus: 

-''(?r+ a^>'^^)'^•^''*'• 
Folglich ist die Differenz der beiden Summen gleich 

/a*M , d'u I a*M\ j j j 

und da dieselbe null sein soll, ergiebt sich für die Spannung u die 
allgemeine Differentialgleichung: 

^^' dx" "• ty^ "■ dz^ 
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Sie »timmt mit der Gleichung für die stationäre Bewegung der Wärme 
vujistäudig flberein. Wir können ilaher die Spaotiiiug m als ein Poten- 
tial von Massen betrachteu, die auaserbulb des Raumes lii-gen, in wel- 
chem die Elektricität strömt Ein llnterecbied von dem Problem des 
stationären TemperaturzuBtandea tritt erst in den Grenzgleichungen 
hervor. 

Die Gleichung (1) kann noch auf einem andern Wege abgeleitet 
werden. Wir coiislniiren im Innern des Raumes eine beliebige Ober- 
fläche; wie diese auch bescbEiöeu sein mag, die Önmme der ganzen 
während der Zeiteinheit ausströmenden £lektricitätä menge muss null sein. 

Es sei lio ein Element der Obei-tläche, t/n die Richtung der Nor- 
male, nach Aussen positiv gerechnet. Duuii atrömt durch das Element 
do die Elektricitätsmenge aus 

-»':""■ 

iul^licb durch die ganze Obprfläcbe die Men^e 

J <•■' J V' 8- ^ H <"• + «' 8"/ 

- - 'JjVu "»•''+%'>-' ■'' + T. "' "») ■ 
Dieses lutefrral , welches über alle Elemente äo der geschlossenen Ober- 
Höche zn nehmen ist, kann nach einem bekannten äatze durch ein 
Kaumiutegral ersetzt werden; dasselbe ist auszudehnen über den ganzen 
Rauminhalt der geschlossenen überfiüche und hat die Form 

Durch Integriition der drei (ilieder nach x, y oder z folgt sofort 
das Überflächenintegral. Dieses Raiimiutegral soll nun gleich null sein 
für jeden beliebigen Theil des leitenden Raumes, folglich auch gleich 
null für jeden unendlich kleinen Theil. Der eingeklammert« Ausdruck 
unt«r dem Integral muft.^^ also gleich null sein für jede Steile dea 
Raumes, und das giebt die Gleichung (1), 

»§.82, 
Bedingungen an der Oberfläche; Grenzgleichungen. 
Neben der allnemeinen Gleichung (I) muss noch einer Bedingung 
an der Obertläche genilgl werden; dadurch wird das Problem zu einem 
völlig bestimmten. 

Wir betrachten den allgemeinen Fall, wo zwei Leiter zusammen- 
atüssen. Wir nehmen ein Element der Grenzfläche und constmir^*" 
senkrecht auf dasselbe ein Prisma, welches zum Theil in dem ff 
zum Theil in dem andern Leiter liegt. Das OberflUehenelement si 


".OJC 
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das Element der formale dti] ferner bezeichnen x' und u' das Leitungs- 
vermögen und die Spannung für den zweiten Leiter. In das Prisma 
muss ebensoviel Elektricii^t ein-, wie ausströmen. Nun strömt durch 
die eine Grundfläche die Menge ein 

du , 
— X ^- ao, 

durch die gegenüber liegende aber aus 

— % -K— do\ 

die Ausdrücke gelten eigentlich für den Fall, wo die beiden Flächen 
an derselben Stelle liegen; und wenn wir dem Abstand dn Rechnung 
tragen, so müssen wir für die zweite Menge setzen 

du , ^«u 


. /du , ^*tt , \ . 


Doch ist der Unterschied unendlich klein von der dritten Ordnung und 
neben Grössen zweiter Ordnung zu vernachlässigen. Dasselbe gilt von 
den Mengen Elektricität, welche durch die Seitenflächen des Prismas 
ein- und ausströmen; man sieht, dass die Glieder der zweiten Ordnung 
sich herausheben. Folglich bleiben von Grössen zweiter Ordnung nur 
die beiden oben genannten, und diese müssen einander gleich sein, 
wenn die Strömung durch die Grenze stationär ist; so erhalten wir 
die Bedingung an der Grenze 

/9\ du , du 

dn dn 

Der horizontale Strich soll bedeuten, dass die Werthe der Differential- 
quotienten für eine Stelle der Grenze zu nehmen seien. 

Wir haben aber an der Grenze der beiden Leiter noch eine zweite 
Bedingung; bezeichnen wir nämlich mit AT und AT' die sogenannten 
Spannungszahlen der beiden Leiter, wie wir dieselben oben betrachtet 
haben, so muss nach dem Voltaschen Gesetz noch die Gleichung 
stattfinden 

(3) M — r = Ä' — K\ 

Demnach gelten an der Grenze zweier Leiter zwei Gleichungen. 

Nur in dem Falle, wo die Oberfläche des Leiters frei ist, d. h. von 
einem Isolator begrenzt, wie Luft, Terpentinöl, Alkohol, u. s. w., deren 
Lei tungs vermögen verschwindend klein ist, haben wir einer einzigen 
Bedingung zu genügen. Die Gleichung (3) fällt dann fort, und wir 
haben weiter x'= 0. Folglich gilt an der Grenze des Leiters mit einem 
Isolator die eine Gleichung 

(4) f! = «• 
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Wir haben damit die Grundlage gewonnen, um jede Frage nach 
der stationären Bewegung der Elektricität im R^um zu beantworten. 

§.83. 
Betrachtung des Falles, wo der leitende Baum unbegrenzt ist. 

Wir machen zuerst eine Anwendung der Formeln auf einen mög- 
lichst einfachen Fall. Es stehe eine galvanische Kette ayß in Ver- 
bindung mit einem unendlich grossen Leiter; wir denken uns die Kette 
isolirt in dem Leiter, ohne ihr Dasein bei Berechnung 
der Bewegung von Elektricität in dem unbegrenzt leiten- 
den Raum zu berücksichtigen. Wir betrachten zuerst 
diesen nicht realisirbaren, aber sehr einfachen FalJ^ um das 
Wesen der Methode deutlich hervortreten zu lassen. 

Die Spannung in dem unbegrenzten Leiter sei u, die 
Spannungen in den beiden linearen Leitern ay und yß v 
und v\ eine Stelle des leitenden Raumes (x, y, z) und 
endlich die Länge des linearen Leiters, von a aus ge- 
rechnet , s. Dann haben wir erstens die allgemeinen 
Gleichungen : 

Wir unterscheiden ferner die Werthe der Spannungen in den Stellen 
a^ ß^ y durch den beigefügten Iudex. Endlich sei, wie oben, x das 
elektrische Leitungs vermögen des Raumes, k und k' die der beiden 
linearen Leiter, q und ^' deren Querschnitte, i/, die Spann ungszahl des 
unbegrenzten homogenen Leiters , A^ die der Kupferplatte und der 
beiden Drähte, Z die der Ziukplatte, dagegen [/*, Z] und [AT, F^ die 
Spannungsunterschiede zwischen Zink und Flüssigkeit und zwischen 
Flüssigkeit und Kupfer. Dann liefert das Voltasche Spannungsgesetz 
die drei Gleichungen: 

V« — Wo = AT My 

v;^Vy^Z ^I^+[F,Z] + [AT, F], 
U{i — v^ ==■ At — A'. 

Wir nehmen gleich die Summe und erhalten 

(6) Va — Ua + Vy — Vy + Uß — V'fi= ^, 

wo j = z ^ i^ -{■ [F, Z] + [^, /^] 

die elektromotorische Kraft des Elementes bedeutet. In dem vorlie- 
genden Falle, wie in allen Sh üd^t diese eine Gleichung, 
welche durch Summirung de: Kräfte an den sämmt- 
lichen Grenzstellen erhalten '^ie Bewegung 
in dem unendlichen Leiter ung, nicht 

N e u m a n n , Vorlesungen Ober tltki 
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aber die Spannung in den linearen Leiterstückeu zu berechnen. Die 
Gleichung (6) entspricht genau dem Kirchhoffschen Satze (S. 56); sie ist 
eine Verallgemeinerung desselben für den Fall nicht linearer Bewegung. 
Wir müssen endlich noch die Gleichungen aufstellen , welche für 
die Strömung durch die Grenzstellen gelten. Zu diesem Ende denken 
wir uns die Berührungsflächen zwischen dem Draht und dem unbe- 
grenzten Leiter als sehr kleine Kugelflächen und bezeichnen die Ent- 
fernung von dem Eugelmittelpunkt mit r. Ist dann do das Element 
einer solchen Kugelfläche um den Punkt a, so strömt durch dieses 
Element die Menge von Elektricität 


"" (är)« 


do 


in die Kugel ein, und die Menge, welche* durch die ganze Kugelfläche 
einströmt, muss derjenigen gleich sein, welche durch den ersten Quer- 
schnitt in den Draht einströmt; die letztere ist aber gleich 

So erhalten wir an der Grenzstelle er die Gleichung 

eine analoge gilt für die Stelle /3, und an der Stelle^ haben wir, wie 
früher, 

Somit gelten noch die drei Grenzgleichungen zweiter Art: 


(') 


('jm^»--*«(f:),. 


wo die Integrale über die sehr kleinen Kugelflächen um die Stellen o 
und ß zu nehmen sind. 

Aus den Gleichungen (5), (6) und (7) sind die Strömungen 

^ und -^ - in den beiden linearen Leiterstücken und die Spannung u 

in dem unbegrenzten Leiter zu ermitteln. 

Die Lösung kann gewissermaassen errathen werden. Wir haben 

zunächst 

dv dv' * 

wo n und n zu bestimmende Constanten sind; für u aber setzen wir ein 
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wo Ea,p und Eß^p die Eutfernungen der durch die Indices bezeichneten 
Punkte bedeuten, unter p der beliebige Punkt (a;, y, z) des unbegrenz- 
ten Leiters verstanden; A und B sind Constanten. Doch soll der 
Ausdruck nur gelten ausserhalb der beiden sehr kleinen Kugeln ; denn 
im Innern derselben würde das eine Glied unendlich. 
Wir ersetzen daher das erste Glied 

A 

durch das Potential der gleichmässig mit Masse belegten Eugelober- 
fläche um die Stelle a. Die Dichtigkeit der Belegung sei 6a, der Kugel- 
halbmesser Ra', dann ist für äussere Punkte 

A = 47tRa^6a. 

Für einen Punkt der Kugeloberfläche wird das Potential gleich 

inRaöaj 

und dieser constante Werth gilt für das ganze Innere der Kugel. 

Bekanntlich leistet der Ausdruck u der Bedingung Genüge, dass 
in dem leitenden Raum die Summe der zweiten Differentialquotienten 
gleich null sei. Wir haben den Werth aber noch in die Grenzglei- 
chungen einzusetzen. 

Der Abstand der Stellen a und ß sei q] dann wird 

\dr)a r«- Q^ dr 

und somit /'(ffL do = — ^nA-^Bf\ |^ do. 

Das Integral auf der rechten Seite aber verschwindet; denn dasselbe 
hat die Form 


/cob^c^.j:) 


dOj 

wo r die Normale an die Oberfläche bedeutet, und q die Entfernung 
von einem äussern Punkt. Demnach wird 

/(a "» - - *"'• 

und ebenso / /|- ) rfo = — ^tiB, 

Folglich liefern die Gleichungen (7) die Bedingungen 

(9) — ^7t%A = — kqn = — k'q'n' == Ait%B^ 

und zwar ist dies der Werth der Stromstärke in dem Draht, den wir 
mit / bezeichnen wollen. Er wird bestimmt durch die Gleichung (6) ; 
denn diese giebt, wenn / und V die U ^4en Drahtstücke sind; 

— n l — 


A 
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Drücken wir also die vier Constanten A, B, n, n durch J aus, 
so folgt 

(10) "^ ^ ±^z~'^'~z"^~^^JL:Ä:'Zl\ * 

Damit ist die Aufgabe gelöst Die Oberflächen gleicher Spannung in 
dem unbegrenzten Leiter werden durch die Gleichung bestimmt 

OtP PtP 

die rechtwinkligen Trajectorien derselben sind die Strömungscurven. 

Der Ausdruck (10) für J erinnert an den für die Stromstärke in 
einem linearen Leiter; im Nenner steht die Summe von den Wider- 
ständen der beiden Drahtstücke und das dritte Glied 


\B„+ B, J' 


welches den Widerstand des unbegrenzten Leiters bedeutet. In diesem 

letztern Ausdruck wird das Glied — neben den beiden andern ver- 

schwindend klein sein; wir erhalten daher für den Widerstand des un- 
begrenzten Leiters den Werth 

4^ ( ä: + Ä^) • 

Wir konnten die Formeln etwa auf eine Telegraphenleitung zur 
Anwendung bringen; aber wir werden so für die Leitungsfähigkeit x 
der Erde keinen brauchbaren Werth finden; statt der von uns ange- 
nommenen Kugeln mit den Halbmessern Ra und Rß wird die leitende 

Verbindung durch Platten hergestellt; der Factor p und ^- wäre also 

durch einen andern Ausdruck zu ersetzen. Dessen numerischer Werth 
möchte schwer zu bestimmen sein, und das ganze Glied, welches den 
Widerstand der Erde ausdrückt, wird überhaupt einen so kleinen Werth 
haben, dass er innerhalb der Grenze der Beobachtungsfehler liegt. Wir 
haben nicht die rechten Mittel ergriffen, um eine solche Aufgabe zu 
lösen; wir werden dieselbe später behandeln. 

§.84. 
Fall einer leitenden Kugel. 

Wir wollen nun einen wirklich realisirbaren Fall annehmen, näm- 
lich die Strömung der Elektricität in einer leitenden Kugel suchen, 
ohne über die Dimensionen derselben irgendwelche Voraussetzung zu 
machen. Wie in dem eben betrachteten Fall, seien zwei Punkte a 
und p der Eugeloberfläche durch den Draht aß verbunden und an der 
Stelle y des letztern die elektromotorische Kraft /i wirksam. 
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Wir haben bei der- 
selbeu Bezeichnung, wie 
oben, für die Spannung u 
die allgemeine DifiFeren- 
tialgleichung 

dx* "^ ay« "^ a^ ^ 

welche Gleichung wir zur 
Abkürzung schreiben: 

(11) dw = 0. 

Ebenso gelten für v und 
v' die Gleichungen 



= 0. 


Fig:. 57. 


(12) 


ar — "• 


Ferner geben die Bedingungen (2) an den Grenzstellen, wenn wir 
jetzt die Berührungsflächen an den Stellen a und j3, welche in der 
Kugelfläche liegen sollen^ mit o und o' bezeichnen^ mit r aber den 
Abstand vom Kugelmittelpunkt, 

- • &"). "—*«©.—*■»■ ©, - . ©, »•. 

Die Grenzbedingungen (3) liefern wieder 

(13) Va—Ua + Vy— Vy + Ua — Vß r^ d. 

Endlich muss für jede Stelle der Kugeloberfläche, die Berührungsstellen 
a und ß ausgenommen, die Bedingung erfüllt sein 

(14) 

V und v' werden also wieder lineare Functionen von s, ihre Abgelei- 
teten nach s constant, und wenn diese wieder mit n und n' bezeich- 
net werden, mit / die Stromstärke in der Kette, so ist 

(15) y = - kqn = — k'q'n', 

womit n und n durch J ausgedrückt sind. 

§.85. 
Einführung der charakteristisohen Function. 

Bevor wir auf die Bestimmung von u in unserm Falle näher ein- 
gehen, wollen wir eine allgemeinere Aufgabe besprechen; die vorlie- 
gende wird dann ein einfaches Beispiel sein. 

Es sei eine Function u mit den folgenden Eigenschaften zu be- 

1 eines gegebenen Raumes gelte die Gleichung 

dti — 0; 
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ferner sei an jeder Stelle der Oberfläche der Werth von -^ gegeben, 
wo n die Normale nach Aussen bezeichne, also 

wo F eine Function der Stelle auf der Oberfläche ist. 

Diese Aufgabe kann auf die Bestimmung eines Doppelintegrales 
zurückgeführt werden , mittelst einer Hilfsfunction .^; bezeichnet näm- 
lich K eine Gonstaute, do ein Element der Oberfläche, so kann ge- 
setzt werden 

wo das Integral über die ganze Oberfläche auszudehnen ist. Die Func- 
tion u ist durch die beiden Bedingungen überhaupt nur bis auf eine 
Constaute bestimmt. 

Die Function SL hat verschiedene Form für verschiedene Ober- 
flächen; dagegen ist sie für eine bestimmte Oberfläche bis auf eine 
willkürliche Gonstante völlig bestimmt; wir wollen sie die charak- 
teristische Function für die Oberfläche nennen. Ist dieselbe ge- 
funden^ so ist, welches auch die Oberflächen werthe F sein mögen, u 
für den betreffenden Raum bestimmt. 

Und zwar ist Sl eine Function von sechs Elementen , den Coordi- 
naten zweier Punkte 

(x, y, z) und («, /3, y); 

der Einfachheit wegen wollen wir diese Punkte x und a nennen und 
ihre Entfernung mit Ex,a bezeichnen. Wir setzen 

(A) a = ^ + ü', 

X ,a 

und stellen an Sl' als Function von or^ j3, ^^ die Bedingung, dass für 
jeden inuern Punkt die Gleichung gelte 

(B) 6sr = 0. 

Somit ist SV als Function von a, j3, y ein Potential äusserer Massen. 
Endlich sei au der Oberfläche 

(C) . i = c, 

wo C eine Gonstante bedeutet. 

Die Function Sl sei für die gegebene Oberfläche gefunden. Nun 
gilt die Gleichung 


///(: 


iS + w '^^) ^'^"'^^'^^ '^ 


-Pr. «'« - /"If "» +ffM +'4 + w) "•'^'^' 
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wo u als Function der Variabelu a^ ß, y augeuommeu ist, und wo die 
dreifachen Integrale über den gegebenen Raum, die beideu andern 
Integrale über alle Elemente do der Oberfläche zu nehmen sind; die 
Gleichung gilt allgemein, wenn u und Sl als Functionen von a, ß, y 
in dem betrachteten Räume stätig sind. Nun soll u der Gleichung (a) 
Genüge leisten; dann verschwindet das dreifache Integral links. Ferner 
nimmt das dreifache Integral rechts ^ weil das erste Glied von .0., 

^ — , för den innern Punkt 

a = x, ß = y, y = 0, 
unstätig wird; den Werth an 


■f/A 


1 1.-1 


d'jp - d^w — a* 


E ^ E^ ^ E 


wo rechts unter u sein Werth an der Stelle x^ y, z verstanden ist. 
Folglich erhalten wir 


J dn J dn ' 


oder, da nach Gleichung (C) «— den constanten Werth C annimmt, 

f u do aber einen bestimmten ^ von x völlig unabhängigen Werth 
erhält, 

^n J dn 

wo JK eine Constaute bedeutet, und das ist die Gleichung (c). Sie 
liefert den Werth u in dem beliebigen innern Punkt x, y, z, wenn 

der Werth ^ an der Oberfläche fteftehen ist. Mithin wird die vor- 

liegende Aufgabe durch Bestimmung der charakteristischen Function 
für die Oberfläche gelöst. 

Aus den Gleichungen folgt sofort, dass nur eine einzige Function 
u denselben Genüge leistet. Denn nehmen wir an^ es gebe zwei sol- 
cher Functionen, u und u\ so leistet ihre Differenz 

r = 11 — u 

den Gleichungen Genüge 

dann giebt aber die GleichuQg (c) 

d. h. die beiden Lösungen können nur um eine Constante verschie- 
den sein. 

Ebenso giebt es nur eine einzige Function Sl für jede Oberfläche. 
Denn gäbe es deren jcwai. A and A|, so müsste sein 
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folglich 




A', — /r 


hfrn(^-^^)^'>- 


Diese Gleichung soll für beliebig gegebene Grenzwerthe ^ bestehen ; 

folglich muss .0. — Sli von x, y, z unabhängig sein, also constant. 
Und dann ergiebt sich weiter, wie oben, dass die Functionen Sl und 
52, überhaupt nur um eine Constante von einander verschieden sein 
können. 

§. 86. 
Allgemeine Lösung des Froblems. 

Wir können jetzt die vorliegende Aufgabe ganz allgemein lösen, 
unter der Voraussetzung, dass die charakteristische Function für die 
betreffende Oberfläche bekannt sei. Der leitende Körper habe beliebige 
Gestalt; das Wesentliche ist, dass nur ein Ein- und ein Ausströmungs- 
punkt vorhanden sein sollen, und dass im Körper selbst nicht der Sitz 
einer elektromotorischen Kraft sein darf. 

Wir setzen 

für jede Stelle im Innern des Körpers sei 

(Jw(n = 0, dMW=0; 

ferner sei an der Oberfläche 


dn 
mit Ausnahme der Stelle a, wo der Werth eins sein soll, und ebenso 

mit Ausnahme der Stelle ß, wo der Werth wieder eins sei. Dann sind 
nach dem Obigen die Grössen m<*> und «<*> völlig bestimmt, also auch 
ihre Werthe an der Oberfläche gegeben. 

Weiter liefern die Gleichungen (12), (13) und (15) die folgenden 
Bedingungen : 

y = — xo}/5| = — kqn = — W q n = — xw'jSj, 

und somit ergiebt sich, indem wir die Werthe der Gonstanten mittelst 
der ersteren Gleichung durch / ausdrücken, 
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i V «L'^ <'^ <' «2^ 


Wir brauchen endlich nur noch die Ausdrücke für vS^^ und für w<*> 
aufzustellen. Hiebei nehmen wir an^ es seien die beiden Berührungs- 
flächen 09 und m so klein, dass wir die Function Sl für eine jede der- 
selben als constant ansehen dürfen; wir haben dann, bei Benutzung 
der oben gebrauchten Bezeichnung, 

Hieraus ergiebt sich 

Indem wir diese Werthe einsetzen, erhalten wir schliesslich: 

(16) y = 


l V \ 

Diese Gleichung bestimmt die Stromstärke durch die charakteristi- 
sche Function; das dritte Glied im Nenner 

^^^"^ ^ = ihc^^'^'^ *^«.^ - ^^>^ + ^^^^^ 

drückt den Widerstand des Körpers aus. 

§. 87. 
Direote Ableitung des Ausdrucks für den Widerstand. 

Wir können diesen Werth auch ganz direct bestimmen. Ist ein 
Strom zwischen den Punkten ß und a beliebig verzweigt, so ist der 
Gesammtwiderstand 

VI ' 
y^i w 

wo im Nenner die Summe von den reciproken Widerständen der Zweige 
steht. Diese Zweige sind in unserm Falle die sämiiitlichen Strömungs- 
canäle, welche im Innern des Körpers von ß nach a können construirt 
werden. Das Längeuelement eines solchen Ganales sei dn, sein Quer- 
schnitt doD'y dann wird sein Widerstand 


ndm X / dm 
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Bezeichnet aber ^ die Elektriciiätsmenge, welche während der Zeit- 
einheit durch einen Querschnitt des Canales geht, so ist y für diesen 
Canal constant, und wir haben 

oder %du= — y 




« 


folgUch / ^- --.{y^-^Uß). 


Hierin können wir y mittelst der ersten Gleichung wieder durch das 
Element e/o einer Oberfläche von constanter Spannung und durch den 

Werth von tt^ an der betreflFenden Stelle ausdrücken: wir finden so 

dn ' 

a 


/dn 
dm 


ß 

und demnach wird der reciproke Widerstand des betreffenden Canales 
dargestellt durch 

X dm 

^ " ^^ dn 

Die Summe von den reciproken Widerständen der sämmtlichen 
Canäle ist gleich dem Integral, genommen über, alle Elemente äua der 
Oberfläche constanter Spannung; folglich erhalten wir 


W"" u^^Uß J dn 


Hierin bezeichnet dw das Element und dn die Normale irgend einer 
Oberfläche von constanter Spannung, und das Integral muss denselben 
Werth haben, über welche dieser Oberflächen dasselbe auch mag er- 
streckt werden. Dies folgt übrigens unmittelbar daraus, dass das In- 
tegral verschwindet, wenn dasselbe über eine beliebige geschlossene 
Oberfläche im Innern des leitenden Körpers erstreckt wird (S. 223). 

Zu den Oberflächen constanter Spannung gehören in unserm Falle 
die Berührungsflächen o und q)'; nehmen wir das Integral über diese 
Flächen, so folgt 


/ 


^d<o = ß^fo=ß^fa'', 


dn 
ferner, wenn wir den Werth von u auch in den Factor einsetzen, 

und dies führt wieder zu dem Ausdruck (17). 




t 


dm ' I 


• I 
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§. 88. 
Bestimmung der charakteristischen Function für die Kugel. 

Um deu einfachsten Fall durchzuführen und zugleich eiue prak- 
tisch sehr wichtige Aufgabe zu lösen, bestimmen wir die charakte- 
ristische Function für die Kugel. 

Die Function .ß wird durch die drei Gleichungen definirt: 

(A) si = ^— + Sl', 

(B) dÄ' = 0, 


(C) |-^=(7. 

Wir führen Kugelcoordinaten ein: (r, /»,/>) für den Punkt x, {q, ft, g>) 
für den Punkt a; ferner sei der Halbmesser der Kugel gleich Ä. 

Wir entwickeln nach Kugelfun ctionen ; dabei ist zu beachten, dass 
die Function Sl nur für Punkte a auf der Kugeloberfläche gebraucht 
wird^ während x innerhalb der Kugel liegen soll; folglich haben wir 
zu setzen 


und 

indem Sl\ betrachtet als Function der Stelle a, ein Potential äusserer 
Massen ist. Werden diese Werthe in die Gleichung {C) eingesetzt^ so 
ergiebt sich 

C = F(i) + 2ä F^«) + . . . + wÄ<»-^> F(») - 

Die Reihe kann nur constant sein, wenn die Glieder mit denselben 
Kugelfunctioneu verschwinden. Dies giebt die Gleichungen 

r(«) = .fJ,ou), r<») = |^0(^ F.n,=.-±l_i^rx-), ... 

Folglich wird 

Diese Reihe lässt sich summiren. Zu dem Ende betrachten wir die 
Reihe für die reciproke Entfernung zwischen einem äussern Punkt g^ 
und einem innern Punkt r, 


i 
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und setzen hierin q^= ; wir erhalten 

i. „ P n(0) 4. fL öd) 4. ^r* Q{2) 4. _L ^'"^lll an) \ 

Andrerseits ist 

folglich, da Q^^^ = 1 ist, 

^ aß' d^i 1^ 

B dg ^ dqEi Ä«' 
oder 


QJLl IC J p*ii, 


Wir können endlich setzen 

WO d^ den Winkel bedeutet, welchen die Richtungen r und (» einschlies- 
sen, und das Integral ausführen; es folgt dann 

yW+r^Q^^B^cÖQ» B ^ B* 

Hieraus folgt endlich , indem wir g *= R setzen und ^ hinzufügen, 

der gesuchte Werth der charakteristischen Function für die Oberfläche 
der Kugel: 

(18) Ä = - — - . — ^ — -^ log — s • 

^ YB^+r^-^Br cos» ^ ^ ^ 

Damit können wir die elektrische Spannung in einer leitenden 
Kugel bestimmen, wenn ein Strom J an der Stelle ß ein- und an der 
Stelle a austritt. Lassen wir die willkürliche Constante fort, so ist 

mit Benutzung der eben gefundenen Werthes ergiebt sich also 

2 2 


(19) u = 


47rx 


VB^+r^^ iBr co8(Ä^, r) K2J»+r«— 2Är co8(JB^,r) 

1 KJB''+***~ 2Ärco8(i?„,r) + Ä-r C08(i2„,r) 

^ ^^yW+i^ 2Brc6f{Bj^^^B^rcös^^,r)' 

worin Ba und B^i die Richtungen der Halbmesser nach den Punkten a 
und ß bezeichnen. 

Mittelst dieser Gleichung wird der Werth von u für jeden Punkt 
im Innern und an der Oberfläche der Kugel bestimmt, mit Ausnahme 
der beiden Stellen a und ß. Denn für 


L 
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r = R^ cos {Ra,r) = 1 oder cos (Ä^,r) = 1 

#wird der Werth von u nach der Gleichung unendlich. Ferner muss, 
damit u völlig bekannt sei, die Stromstärke J mittelst der Gleichung 
(16) bestimmt werden. In dieser Gleichung treten aber die Ausdrücke 
Sla,a und Slß^ß auf, welche ebensowenig wie die Grösse u an den Stel- 
len a und ßy durch die abgeleitete Formel (18) gegeben sein können; 
denn es folgen unendliche Werthe. 

§. 89. 
Die Bedeutung der Ausdrücke ^a,af ^ß,ß^ 

Diesen Punkt müssen wir noch eingehend erörtern. Die elektrische 
Spannung u kann an den Stellen a und ß nicht unendlich oder unbe- 
stimmt werden ; wir müssen also eine Annahme gemacht haben , welche 
die unmittelbare Anwendung der Formeln auf solche Fälle ausschliesst. 
Und das entdecken wir leicht, wenn wir auf die oben angestellte Rech- 
nung zurückblicken; wir haben nämlich vorausgesetzt, es sei 


/ 




dn 

weil ^^ für alle Punkte der Oberfläche verschwinden sollte mit Aus- 

on 

nähme der kleinen Fläche a, wo der Werth 1 vorgeschrieben war. 
Aber dies kann nur für Stellen x gelten, welche in endlicher Entfer- 
nung von der Stelle « liegen, genauer ausgedrückt in grosser Entfer- 
nung im Vergleich mit den Dimensionen der Fläche ©. Wenden wir 
also die Formel auch in dem Falle an, wo die Stelle x mit a zusam- 
menfällt, so bedeutet der Ausdruck ^a.a? ebenso in dem andern ent- 
sprechenden Falle Slß^ß^ einen durch die obigen Formeln nicht be- 
stimmten Werth. 

Wir suchen nun diese Werthe auf und setzen der Einfachheit wegen 

(o wss fo' ^ss q z= q\ k=^k'\ 

dann haben wir 

(20) J = 


Icqd 


wo 


w<») = JT + :ji- f^-^ Ä do . 

' ^nj dn 


Nun verschwindet ^ überall, mit Ausnahme der kleinen Fläche m, 

dn ' ' 

wo sein Werth eins sein soll. Folglich können wir setzen 

und wir haben dann das Integral nur über die Fläche g> auszudehnen. 


w ß 


V 
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Wir sollen die Werthe von w^^) an den Stellen er und ß berechnen. 
Zunächst nehmen wir an, die Stelle x, y, z liege auf der Oberfläche« 
der Kugel, und der Halbmesser nach x^ y, z bilde mit dem nach der 
Stelle a den Winkel ^\ dann ist 

«^" "'S^ + iiliJ Vd-coB*") - '"« b/2(l^co8-^) + l-cose]]äo, 
mitbin, sobald der Winkel d^ nicht sehr klein ist, 

Wenn aber der Punkt (x, y, z) in die Fläche od fallt, so wird 
der Winkel sehr klein, und es tritt eine wesentliche Schwierigkeit auf, 
welche wir von unserm Standpunkte aus nicht zu beseitigen vermögen. 
Die Spannung u hat nämlich in Wirklichkeit verschiedenen Werth an 
verschiedenen Stellen der Fläche qo, während wir in jedem Querschnitt 
des Drahtes die Spannung constant gesetzt haben ; in der Berührungs- 
fläche finden nothwendig auch seitliche Strömungen statt. Wollten wir 
diese berücksichtigen, so erhielten wir ein Problem höherer Ordnung. 
Wir helfen uns damit, dass wir den Querschnitt sehr klein setzen; 
es reicht dann ein angenähert richtiger Werth aus; derselbe ist ver- 
wendbar, wenn die Fläche o im Vergleich mit der ganzen Kugelfläche 
sehr klein ist. 

Wir führen für die Stelle x, y, z die Kugelcoordinaten ft, q> ein 
und drücken auch das Oberflächen dement do in Kugelcoordinaten (fij, 
9>f) aus. Wir haben dann 

cos ö" = ftft, -{- j/1 — (i^ }/\ — ^,2 cos {q> — g?,), 

do ,=s — R'^dfi^ dq>i'y 

die Axe der Kugelcoordinaten soll durch den Mittelpunkt der kreis- 
förmigen Berührungsfläche ca gehen. Setzen wir weiter 

^2= 1 — m% fi,2 = l — m,2, 

so sind 171, m^ die Sinus sehr kleiner Winkel, und zwar seien diese 
Sinus so klein, dass wir die höheren Potenzen neben niedrigecn ver- 
nachlässigen dürfen. Dann wird 

/^—l --2-> /^i = l --2", 
do = Ä^iw, tf iw, d<p^ , 

2(1 — cos-O") = m^ 4" ^\^ — 2mm^ cos (9 — tp^). 
Femer ergiebt sich 

log {^2(1 — cos-^) + 1 — cos-^} = 

= log /2(T^r^8.^) + log { 1 + j/'^^f^] 
= logj/2(i — cosO) . 


i 
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Bezeichnen wir den augularen Halbmesser der Kreisfläche od mit M^ so 
haben wir demnach 

2n M 

WO im Allgemeinen < »i < J!f . 

Wir finden den W,erth der Integrale am Bequemsten ^ indem wir 
nach Cosinus der Vielfachen von (g> — ^j) entwickeln; denn es ver- 
schwinden dann alle Glieder mit einem Cosinus, weil das Integral in 
Bezug auf q>^ von bis 27r zu nehmen ist. Allein wir müssen bei 
dieser Entwicklung unterscheiden, ob m, < m oder ;;i, > w, indem 
einmal nach steigenden , das andere Mal nach fallenden Potenzen von 

( — I zu entwickeln ist. Wir erhalten auf diesem Wege, da das von 

{q> — <pj) unabhängige Glied in der Entwickelung der reciproken 
Wurzelgrösse wird: 

: ( '+ ar er + fef o' + (m.&r + ■ ■ i • 

für das erste Integral den Werth 

2 r r ^1 dm idtp ^ ^__ 

J J J^m*-f m,*— 2ifimiC08(9 — 91) 

+4,*(i-(i)'(s)*-i(H)'(S)'-i(fc!:ir(5)"- -l. 

und für das zweite 


Sjc M 


log [»I* + «,* — 2^nm^ cos (9* — 9),)] m^äm^ dtpi 


= f(j/»(21ogy¥-l) + /»*[. 
Folglich wird 

+ *«('-Ki)'(5)'-ie:l)'Gr-iG^)'(S)*--l 

~f {i/»(21og^-l) + m'}. 

Demnach finden wir für ti<*> einen Werth, welcher von w 
nnd wir wissen von m nur, dass < /w < if . Damit eri 
endlich viele Werthe. 
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Wir setzen in unsre Kormelu für t/^^^ den Mittelwerth ein, 

%it M 

tt<^^/w dm dq> 


II' 

tn M 

It 


m dm dg> * 

es ergiebt sich auf diesem Wege 

(21) ,^i) = y,fÄ[^_^,(41ogAf-l)), 
indem wir die bekannte Entwicklung beachten 

Setzen wir endlich diesen Werth von t/^^) und den bekannten von u^^ 
in die Gleichung (20) ein, so folgt 

(22) J = 

kqJ 


wo d^ den Winkel bedeutet , welchen die Halbmesser Ra und R^ mit 
einander bilden. 

Nehmen wir an, es sei M eine sehr kleine Grösse, wie dies zu- 
trifiFt, wenn wir die Erde als leitende Kugel benutzen, so kann im 
Nenuer das mit M^ multiplicirte Glied vernachlässigt werden. Es ist dann 

(23) /_.- - -'«4^j-.-5~ 


Der Werth ist durchaus nicht streng abgeleitet. Die Unsicherheit ver- 
schwindet nur, wenn RM gegen (/+ ^') klein ist; dann verseh windet 
das zweite Glied im Nenner gegen das erste, d. h. der Widerstand der 
Kugel ist neben dem der Kette zu vernachlässigen. 

§. 90. 
Bestimmung der Leitungsffthigkeit der Erde. 

Hieraus erhellt, dass man auf Grund der Gleichungen (23) oder 
(22) die Leitungsfähigkeit x nicht mit Genauigkeit bestimmen kann. 
Vielmehr muss man zu diesem Behuf eine andere Einrichtung treffen. 

Wir denken uns neben den Stellen a und ß noch zwei andere, 
a und b, durch einen Draht verbunden, in welchem keine elektro- 
motorische Kraft thätig ist. Dann wird ein Theil der Elektricität statt 
durch die Kugel durch den Draht ab strömen, und indem man die 
Stromstärke in dem Draht ab mit der in aß vergleicht, gelangt man 
ziemlich einfach zu einer Bestimmung von x. 
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Man nennt den Draht ab^ welcher um die Stromstärke zu messen 
mit einem Multiplicator in Verbindung gesetzt ist, den Prüfungsdraht. 
Mit einer Kugel sind noch keine Messungen angestellt, obschon solche 
nicht mehr Schwierigkeiten bieten, als die von Kirchhoff mit einer 
Scheibe angestellten. 

Wir denken uns zunächst den Punkt a fest, und verschieben b so 
lauge, bis in dem Draht ah kein Strom auftritt; dann liegen die Punkte 
a und b in derselben Spann ungsfläche. So kann durch Beobachtung 
die ganze Schnittcurve einer Spannungsfläche mit der Oberfläche der 
Kugel verfolgt werden, und diese Ciirven werden mit grosser Genauig- 
keit erhalten, da, je nachdem der Berührungspunkt auf der einen oder 
auf der andern Seite der Curve liegt, der in ab auftretende Strom 
entgegengesetzte Richtung hat. Wird eine Metallkugel benutzt, so kann 
die Berührung in a und in b durch Nadelspitzen bewirkt werden; die 
Gurven werden dann sehr scharf erhalten; allerdings muss die Kugel 
doch mindestens einen halben Fuss Durchmesser haben, und das ist 
vielleicht der Grund, dass bis jetzt keine Beobachtungen sind ange- 
stellt worden. 

Liegen die beiden Punkte a und b nicht in derselben Spannungs- 
fläche, so fliesst ein Strom durch den Draht ab, und das ganze System 
der Strömungscurven im Innern der Kugel erleidet dadurch eine Aen- 
derung. Wir verfolgen diesen Fall weiter, weil man durch Messung 
der Stromstärke zu einer Bestimmung von x gelangt; die Methode ver- 
spricht namentlich für den Fall von sogenannten Nichtleitern grossen 
Nutzen; man hat noch keinen numerischen Werth für irgend einen 
derselben. Im Falle einer Anwendung auf die Erde muss beachtet 
werden, dass diese nicht homogen ist, dass man also nur eine Art 
von Mittelwerth erhält, und zwar wird dieser Werth durch die Aus- 
mündungsstellen vorzugsweise bedingt. 

Die dem Drahte ab entsprechenden Grössen seien 

und die Grössen der Berührungsflächen in a und b 

03 und (o^ . 
Wir haben dann die Gleichungen: 

'"-<'. p-». %-"• f5-"-. 


Weiter folgt: 


= - {Ua ~ Wft + W.^/i), 


Neamann, VorlesonReu aber elektr. Ströme. 10 
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3v dv' . 8vt 

^^^^ 3 - ^" "y a- ^™ '^ 1 ci« ^™ "? 

ö* 3* '3« ' 

(gesetzt wird. Wir bezeichuen die ätromutärke in dem PrQfuDgsilraht 
mit y, und rechoeu dieselbe positiv vun a nach ^. Dann ist 

^. --'".©.--*-"". -'".('-:).■ 

wie in dem Draht aß 

Endlich soll für alle Stellen der Oberfläche, mit AustiaLme von a, ß, 
a und ö, die Abgeleitete von u nach der Normale verschwinden 

§_0. 
Wir setzen daher 

u _ ,9,«i') — j3,«<») + iSj«!»' — |9,w(*>, 
wo die sämmtlicheu u der Gleichung genQgen sollen 

wo ferner an der Oberfläche sein soll 


~W 


-0 mit Ausnahme der Stelle a, 


ß. 


''^^ =0 „ „ „ „ h, 

während an den aufgenommenen Stellen der Werth immer eins sein 
soll. Durch die oben angestellte Rechnung sind dum die u"', u*^>, 
ui^>, u'*> bestimmt, bis auf Constanten uatärlich, und zur Bestimmung 
der Grössen ß und n haben wir die Gleichungen 

J x<n|3| = — /egn /c'q'n = — %<a'ß^, 

y, -=. — xMjjSj AjtfjUi »"4?»- 

Wir können wieder setzen 

'^" = ^1 +r, •**--'■ 

und dun» folgt 


w = — 
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1^ (ß„,. - ß^,«) - j^ (a„.. - a»,.), 


wenn wir die willkQhrliche Constante weglassen. 

Führen wir diesen Werth in die beiden Gleichungen ein, welche 
zur Bestimmung der Stromstärken dienen, so ergiebt sich 


Auch hier sind die Werthe von deu Grössen Sla,a, ^ß,ii, ^a,aj -^6,6, 
wie oben gezeigt worden, zu berechnen. Die Stromstärken / und /, 
sind dann völlig bestimmt. 

8oll ddr Strom in dem Prüfungsdraht verschwinden , so muss 

^a,a + ^fi,b — ^a,b — ^ß ,a = 

sein; das ist eben die Bedingung , dass die Stellen a und b in ein- 
und derselben Spannungsfläche liegen. 

Wir wollen die Formeln auf eine Kugel von sehr grossen Dimen- 
sionen anwenden y auf die Erde. Wir nehmen weiter an, dass die 
Stellen «, ^, a und b einander sehr nahe liegen," im Vergleich mit 
dem Halbmesser der Kugel; dann können wir nach Gleichung (18) für 
die Ausdrücke ^a,af u. s. w. die doppelte reciproke Entfernung der Stel- 
len a und ö, u. 8. w. setzen. Ferner wird der Ausdruck 

im Vergleich mit |^ verschwindend klein sein; die letztere von den 
beiden Gleichungen giebt somit 

oder 

Diese Gleichung ist zur Bestimmung von x sehr geeignet; denn sie 
enthält lauter leicht und genau messbare Grössen. Die Stellen a, ß^ 
a, b sind in massigen Entfernungen, einigen hundert Fuss, zu wäh- 
len. Man erhält einen Werth für die Leitungsfähigkeit x, der dem 

Erdboden entspricht, in welchem experimentirt wird. — * 

16* 


-i 


i 
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Die Aufgabe, welche wir hier für die Kugel durchgeführt haben, 
kanu auch für den Fall einer Kugelschale und für den Raum zwischen 
zwei confocalen Rotationsellipsoiden gelöst werden; in dem letztem 
Fall musB die reciproke Entfernung mittelst elliptischer Coordinaten 
ausgedrückt und dem entsprechend entwickelt werden. Auch für den 
Grenzfall der Kugel, einen von einer unendlichen Ebene begrenzten 
Körper, ist die Aufgabe lösbar. Endlich kann die charakteristische 
Function für ein rechtwinkliges Prisma bestimmt werden. 


I 


VIL Kapitel. 

lieber die Strömung der Elektricität in einer Ebene. 

§. 91. 

Allgemeine Gleichungen für die stationäre Strömung 

in einer Ebene. 

Die im Folgenden anzustellende Untersuchung betrilFt eigentlich 
üiuen besondern Fall der vorhergehenden, nämlich die Strömung der 
Elektricität in einem Raum, dessen eine Dimension gegen die beiden 
andern sehr klein ist, also in einer Platte oder Scheibe. Allein die 
Diöereutialgleichungen nehmen in diesem Falle eine andere Form an, 
und demzufolge wird auch die Integrationsmethode eine wesentlich 
andere. 

Wir beschränken uns auf die Betrachtung der Strömung in einer 
♦ebenen Platte. Dieselbe sei homogen und von constanter Dicke. 
Wir lassen die (a:,y)-Ebene mit der Mittelebene der Platte zusammen- 
fallen, so dass die z-Axe auf der Platte senkrecht steht; die beiden 
Seitenebenen sind dann 

z = c und z = — Cy 

weun 2c die Dicke der Platte bedeutet. Die Grenzen von (a:,y) wer- 
den durch eine geschlossene Curve bestimmt, den Uand der Platte. 

Ferner seien zwei Punkte A und B in der einen Seitenebene der 
Platte mit einer galvanischen Kette verbunden, während in der Platte 
selbst keine elektromotorische Kraft wirksam sein soll. Wir werden 
den Fall behandeln, wo die Punkte A und B im Innern der Platte 
liegen, in endlicher Entfernung vom Rande; wir können dieselben dann 
dem Rande beliebig nahe treten lassen. 

Bezeichnen wir die elektrische Spannung in dem Punkte {x,y, z) 
der Platte wieder mit t/, so muss dieses u erstens der allgemeinen 
Differentialgleichung genügen 

femer den Grenzgleichungen 

^ = für z — c 

mit Ausnahme der Stellen A und B^ '^n, 

endlich der Gleichung am Rande 
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dn ^' 
wo ^n die Richtung der Normale an die Rancicurve in der {x^ 
Ebene bedeutet. 

Wir berechnen den Mittelwerth der Spannung u an den St4 
einer Senkrechten auf die Platte, 


2cJ 


dz. 

— e 

Indem wir die allgemeine Differentialgleichung mit dz multiplici 
in Bezug auf z von — c bis c integriren und durch 2 c dividiren, 
halten wir 

dx* '^ dy" "^ '2c\\de/c \dss/-cf ' 

Nun ist \p^\ immer gleich null, i^j auch null, mit Ausnahme 

Stellen A und B] folglich verschwindet das letzte Glied an allen S 
len, mit Ausnahme von A und B, 
Ausserdem ist am Rande 


du 


IcJ dn 

— c 


dn 2 

Schreiben wir also statt u wieder w, und bezeichnen wir die 
Mittelwerth als die Spannung u au der Stelle (a:, y) der Platte, so 
für u eine Differentialgleichung von der Form 

und die Randgleichung 

(2) P = 0- 

In unserm Falle ist die Function (p{x, y) nur in den beiden Pu 
ten A und B von null verschieden , und ihre Werthe ß^ und ß.^ wer 
durch die Gleichungen bestimmt, welche sich auf den Schliessur 
draht beziehen. Wir haben bei Benutzung' der früher gebraucb 
Bezeichnung : 

dv dv 

de ~ ^' d8 

— x/SjOo = — kqn = — k'q' n «= %ß^<o' 

^ = — (w^ — Mä + ^^ + ^'^') ; 
j bedeutet die Stromstärke im Schliessungsdraht. 


n, -;^ = n , 


H 
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§. 92. 
Directe Ableitung der Gleichungen. 

Wir wollen noch zeigen, wie man die allgemeiDe Differential- 
gleichung für die unendlich dünne Platte direct ableiten kann. 

Wir denken uns ein beliebiges Stück aus der Platt« ausgeschnit- 
ten; ein Element der Grenzcurve sei äp, dn die Normale nach Aussen. 
Das ausgeschnittene Stück enthalte keinen Ein- oder Ausströmuugs- 
punkt; femer sei die Platte so dünn^ dass wir die Spannung an den 
sämmtlichen Punkten einer Normale auf die Seitenflächen gleich an- 
nehmen können. Dann muss in derselben Zeit ebensoviel Elektricität 
in das Stück ein- wie ausströmen, oder die Summe der ausströmenden 
Elektricität muss null sein, wenn wir einströmende Mengen negativ 
nehmen; dies giebt die Bedingung 

also yl^ dp = 0, 

wenn das Integral über die ganze Grenzcurve erstreckt wird. 
Nun ist aber nach einem bekannten Satz 

wo das Flächenintegral über alle Elemente dxdy der von der Curve 
begrenzten Fläche zu nehmen ist. Das Integral muss verschwinden 
für jede geschlossene Curve , welche keinen Ein- oder Ausströmungs- 
punkt einschliesst; folglich muss für jede Stelle der Platte die Glei- 
chung gelten 

Ein- und Ausströmungspunkte ausgenommen. 

Schliesst dagegen die Curve den Punkt Ä ein, so strömt die Menge 
von Elektricität 


-•(0) 


0) 
A 


aus; wir haben somit in diesem Falle 

und wenn wir das Stück auf die unendlich klein angenommene Fläche 
(o beschränken, so folgt für diese Stelle Ä 

d'i* id^ l/?**\ 

und ganz ähnlich die Gleichung für die Stelle ß. 
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§. 93. 
Allgemeine Iiösung; charakteristische Function der Platte. 

Nehmen wir an, es sei die Function 9>(x,y) gegeben, so wird 
die Grösse u durch die Gleichungen (1) und (2) bis auf eine Coustante 
besiimmt. Wir beschäftigen uns zunächst mit dieser allgemeinen 
Aufgabe. 

Zu diesem Ende untersuchen wir das Integral 

(a) -^"^ // ^(^1' y«) ^^{(^ - ^i)^ + (y - yiY) ^^1 ^y\ • 

Hierin bedeuten (x, y) und {x^^1/^) die Goordinaten zweier Punkte; 
^(x, ,y^) ist eine stätige, im Uebrigen beliebige Function der Stelle 
(^x^,l/^), und das Integral ist über die ganze Platte zu nehmen. Folg- 
lich ist / eine Function von (x, y). 

Ist {x, y) ein Punkt ausserhalb der Platte, und nennen wir das 
Integral in diesem Falle 7«? so wird 

weil der log. dieser Gleichung gentigt, und weil derselbe innerhalb des 
betrachteten Gebietes nicht unstätig wird. 

Ist dagegen (x, y) ein innerer Punkt, und bezeichnen wir in die- 
sem Falle das Integral mit Ji^ so können wir nicht mehr den obigen 
Schluss ziehen; denn der log. wird innerhalb der lutegrationsgrenzen 
uuendlich. Wir werden nachweisen, da»s /, der Gleichung genügt: 

Wir betrachten zuerst den besondern Fall, dass q constant int 
und die Grenze ein Kreis von dem Halbmesser /?. Wir legen den 
Anfangspunkt in die Mitte und führen die Polarcoordinaten {r^p) für 
(x, , y,), (p, 9) für (x, y) ein. Dann wird 

%n R 

'^ = ^11 log {^^ + Q^ — 2rp COS (p — 9>) } r dr dg> . 

Ist nun (x, y) ein äusserer Punkt, so ist ^ > Ä; wir schreiben 
log{r2+(»2_2rpcos(p — 9)} = log^2^1og{l + ^ — 2 ^co8(p-9)| 
und entwickeln den zweiten log. nach Cosinus der Vielfachen von (p— 9>), 

log(l + J -2 1 cos(p - <p)] = - 2^1(^)" cos n(p-v). 




§. 93. Allgemeine Lösung; charakteristiBche Function der Platte. 249 

Nun ist I cos n(p — g)).^^ = 0; 

folglich wird 

Ja = n R^.g log Q^. 

Ist dagegen (x, y) ein innerer Punkt, q <C R, so müssen wir das 
Integral in zwei Theile zerlegen, < r < ^ und g <C r <i JR, und wir 
erhalten dann 

Ji= q 2% ^ I log Q^.rdr + / log r* . rdri 

= q2n^^ log p2 + f (logÄ^^ 1)~ f (log^2- 1)) 

= ng {^•^+ ä2(2 1oj/Ä- 1)}. 

Sind also a, b die rechtwinkligen Coordinaten des Ereismittelpunktes, 
so wird 

Ji = %R'q{2 log R^\) + nq [{x - a)'' + {y - by]. 

Durch zweimalige Differentiation nach x und nach y erhalten wir: 

In diesem besoudern Falle* ist also die oben angegebene Gleichung 
abgeleitet. 

Nun sei (x, y) ein innerer Punkt in dem Fall einer beliebig be- 
grenzten Platte. Wir legen um diesen Punkt einen kleinen Kreis, so 
klein, dass derselbe ganz im Innern der Platte liegt, und dass die 
stätige Function q innerhalb des Kreises als constant anzusehen ist. 
Wir theilen ferner das Integral in zwei Theile, 

y = /'+/', 

wo J' über die kleine Kreisfläche zu nehmen ist, 7" über die Fläche 
der Platte mit Ausnahme des Kreises; dann ist der Punkt (x, y) ein 
äusserer Punkt für das Integral 7" und demnach 

Da ferner innerhalb des Kreises die Function q als constant anzusehen 
ist, folgt, wie eben bewiesen, 

wo q den Werth der Function in dem Punkt {x, y) 
lieh gilt die Gleichung (c) für Ji allgemein. 

Die Function J hat mit einem Potential grosse 
wollen die folgenden Sätze hervorheben, welche allgem 
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wir dieselben auch nur für den Fall eines Kreises ableiten. Aus den 
Werthen von /,• und /« folgt für die Grenze q = B 

Ji = Ja} 

aber auch 

— . - »— ^— __^___ • 
dg dQ ' 

die Werthe des Integrals und seiner Abgeleiteten sind an der Grenze 

Innen und Aussen einander gleich. 

Mit Hilfe des Integrales J können wir nun die Gleichungen (1) 

und (2) auf ein weit einfacheres System überführen. Wir setzen 

und es muss dann u^ der allgemeinen Differentialgleichung 
und der Randgleichung 


d 
d 


In = rA"c Äjy^(^»' ^>) ^og[{x — x,y + (y - y^y]dx, dy, 


Genüge leisten. Der Vortheil besteht darin, dass die allgemeine Diffe- 
rentialgleichung eine viel einfachere Form besitzt; die Randgleichung 
schreibt für die Abgeleitete von u^ nach der Normale einen beliebig 
gegebenen Werth vor, 

(5) ^»»/-(x^y). 

Das System Gleichungen (4) und (5) kann ähnlich behandelt wer- 
den, wie oben das entsprechende Problem im Raum. Wir können für 
die Fläche eine charakteristische Function Sl von zwei Punkten finden, 
so dass 

(6) u, = K--^jF{a,ß)Sldp. 

Das Integral ist über die Grenzcurve zu erstrecken, deren Element 
dp bezeichnet.- Ferner ist ^i eine Function von den Coordinaten (a:, y) 
und (a, ß) zweier Punkte, und zwar ist (a?, y) ein beUebiger innerer 
Punkt, (a, ß) ein Punkt der Grenze; die Integration bezieht sich auf 
den Punkt («, /3). 

Die Definition der charakteristischen Function Sl ist die folgende : 

(A) Ä = ~ rriog{{a-x-ay + (|3 - y - by)dadb + Sl\ 

wo /* die Fläche eines um den Punkt (.r, y) beschriebenen Kreises be- 
zeichnet; a, b sind die relativen Coordinaten eines Punktes in Bezug 
auf (x, y), dadb ein Element der Kreisfläche, und das Integral soll 
über diese Kreisfläche erstreckt werden. Fallen die Punkte (o;, y) und 


L 


I 
S 


• 
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(a, ß) nicht zusammen, so können wir den Kreis immer so klein an- 
nehmen, dass die Grösse unter dem log. innerhalb der Integrations- 
grenzen nicht verschwindet; wir haben dann einfach 

Sl = log{a - xy + (^ ~ yy) + Sl\ 

Treten dagegen die Punkte (x, y) und (a, ß) einander unendlich nahe, 
so muss der Werth des Integrales ebenso ermittelt werden, wie wir 
das oben eingehend gezeigt haben. 

Ferner soll Sl' der Gleichung genügen 

endlich soll am Rande sein 

und zwar ist hier die Stelle (a, ß) in den Rand zu legen, während 
{x, y) ein beliebiger innerer Punkt bleibt. 

Aus dieser Definition der Function Sl folgt die Gleichung (6). Wir 
haben, wenn wir Uq als Function der Stelle («, ß) nehmen, 

die Doppelintegrale sind über den ganzen Flächeninhalt der Platte zu 
erstrecken, die Linienintegrale über die Raudcurve, und zwar in sol- 
cher Richtung, dass dn und dp so zu einander liegen, wie die positive 
X' und y-Axe. 

Nach Gleichung (C) ist das erste Linien integral rechts eine Cou- 
stante, ferner das Doppelintegral rechts null wegen Gleichung (4). 
Setzen wir aber links für ^ seinen Werth aus der Gleichung (A) ein, 
so verschwindet der Theil mit Sl' in Folge der Gleichung (B); was den 
andern Theil betriflFt, ist eine ähnliche Rechnung anzustellen, wie oben 
mit Ji. Wir zerlegen das Integral in zwei Theile, das eine über die 
Kreisfläche mit dem Mittelpunkt (a:, y), das andere über den Rest der 
Platte; das letztere Integral wird null, da wir eine Function von der 
Natur Ja haben; das erstere Integral aber hat den Werth 

47rt/o(x,y). 
Folglich erhalten wir 

47t Mq (o;, y) = Const. — / ^^Sldpy 

und das ist die Gleichung (6). 

Durch Aufstellung der Charakteristik 
bene Platte ist das Problem gelöst; wir 1 

(3), (6) und (5): ^ 
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und zwar haben wir in den beiden letzten Formeln die Stelle (a, ^) 
in den Band zu legen ^ in Bezug auf diesen Punkt nach der Normale h 
zu differentiireuy u. s. f. 

§* 94. 
Anwendung auf den beeondem F&U. 

Wir haben hiebei die Function q) noch beliebig gelassen; wir 
wollen nun dieselbe den Bedingungeu gemäss bestimmen. 

Es sei nur ein Ein- und ein Ausströmungspunkt vorhanden, A und 
B. Wir betrachten die Berührungsflächen w und w' als unendlich 
klein; wir können dann der Function tp für diese beiden Flächen die 
Constanten Werthe ß^ und ß^ zuschreiben; femer folgt nach S. 246: 

/^i = — A y ft ~ 


xco ' • * xo»' ' 


wo j die Stromstärke im Schliessungsdraht bezeichnet. Demnach wird, 
wenn die Stelle {x^ y) in endlicher Entfernung von den Ausströmungs- 
punkten liegt , 


3 ,.„ ^\' 


«=4^ri^^°«:6?V + "" 


on 4«.2c.x dn ° E'b,« 

und NchliesHlich 

<•> ' - „L. {'»8 Ife + i^/Ä '»« ^C ■"'"■}■ 

In dieser Uleichung (7) bezeichnet der Index a den Punkt (a,|S), 
welcher in die Randcurve fallen soll, dn die Normale nach Aussen in 
diesem Punkt und dp das Bogenelement. Bei Ausführung der Inte- 
gration ist so auf der liandcurve zu gehen ^ dass die Richtungen dn 
und dp zu einander liegen ; wie die positive x- und y-Axe. 

Soll die Stromstärke J bestimmt werden , so muss eine ganz ähn- 
liche Betrachtung augestellt werden, wie wir sie oben bei der Unter- 
suchung der stationären Strömung im Raum durchgeführt haben. 

§.95. 
Fftll der Kreissoheibe; oharakteristisohe Funotion derselben. ., 

Um ein Beispiel zu erhalten, berechnen wir die charakteristische I 
Function für eine Kreisscheibe. 
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Ihr Halbmesser sei R] wir legen deu Anfangspunkt in die Mitte 
und führen statt der geradlinigen Goordinaten {a, ß) und {x, y) die 
Polarcoordinaten (r, p) und ((>, (p) ein. Wir haben dann, wenn die 
Punkte r und g nicht zusammenfallen , 

Ä = log^r.^ + ^\ 
wo 

£^r,Q = r^ + p^ — 2rQ cos(p — (jp). 

Da wir nachher r =^ B zu setzen haben , entwickeln wir nach steigen- 
den Potenzen von -- und erhalten 

r 

log ^V^ = log '''^ — 2 ^» ^ (^Y cos n{p - (jp). 

1 

Weiter muss SV der Differentialgleichung genügen 

ar« ^ r ar «^ f* ap» ^ • 

Wir setzen 


' = ^ + ^« ^« cos n{p — 9); 


1 
dann folgt fQr An die Differentialgleichung 


0: 


demnach wird 

und da wir eine volle Kreisscheibe annehmen , muss B^ = sein. 
Mithin ist 

OB 

wo die Coefficienten A Functionen von q und (p sind. 
Endlich liefert uns die Bedingung am Kande, 

aa_^ 

die Gleichung 

4 +^^ J4.I cos w(/>— <p) = 6? - ^ nAnB^-' cos w(/; - 9); 
1 -» 1 

folglich wird 


Wir finden somit 


C =^ ^ A a=z 1. ^ 


ü'= /< — 2 ^ i- ^ .cos »(/> — ,p), 
oder; da wir die Ueihe snmmiren können, 
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ü'= ^ + log { 1 + 91 - 2 ^, cos {p-<p))> 

WO A eine Constante bedeutet. 

Der Werth von Sl am Rande, r = /?, wird hienach 

ß = ^ + 2 log ^--ti?' -l|f-i?i(P^ 9") . 

Mittelst der Gleichung (7) kann nun der Werth von u berechnet 
werden. Das Bogenelement , welches oben mit dp bezeichnet war, ist 
jetzt Rdp'j für dn ist dr zu schreiben und nach Ausführung der Diffe- 
rentiation r = R zu setzen; die Coordinaten der Ein- und Aasströ- 
mungspunkte, A und By seien q^) g)^ und q^^ 9^2) dann ist 

JS\,a = 9i^ + r^ — ^9i r cos {p — <jp,), 
^V« = 92^ + r^ — 2^2 r cos (p — q>^). 
Der Werth des Integrales kann in endlicher Form gegeben werden. 
Wir entwickeln den log. in eine Reihe und differentiiren nach r, setzen 
dann r = Ä und multipliciren mit der Reihe, welche den Werth von 
St am Rande darstellt; dann wird nach p integrirt, und wir erhalten 
eine Reihe, welche wieder durch einen log. dargestellt wird. Auf 
diesem Wege finden wir für u den folgenden Werth: 

^Vx , , 1 + (-^-'^ - 2 ^J C08(^ - ^.) 1 


u = 


.1 

4 TT. 2c. X 


l«g -ßff + ^°« 


1+© -2'#cos(^-,p,) 

— ) I ^^^ 
— ) , SO wird der Werth von u nur um eine Constante ge- 
ändert; diese bleibt überhaupt willkührlich ; Zähler und Nenner haben 
dann eine einfache Bedeutung: Der Zähler 

^J^^i — 2 — Q cos(<p — g),) 

ist gleich dem Quadrat der Entfernung zwischen den Punkten (— , q)\ 
und {q, (p)y der Nenner gleich dem Qaadrat der Entfernung zwischen 
den Punkten ( — , (pA und {q, g>). Die Punkte r , 9>t) ^^^ ( — » 92) 

sind die harmonischen Pole A' und B' der Punkte A und ß in Bezug 
auf den Kreis. Wir erhalten so für u den einfachen Ausdruck: 

Die Form wird besonders einfach , wenn man die Stellen A und B 
in den Rand treten lässt. Dann fallen die Punkte A und A\ ebenso 
B und B' zusammen, und man erhält: 

w *= 4- o 1^^ hf- ~ • 
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Dies ist der erste experimeDtell geprüfte J'all. Kirchhoff*) hat 
durch Beobachtimg der stationären Strömung von Elektricität in einer 
Kreiascheibe die Uebereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtuug 
streng nacbgewieseD. Die SpannungBcurren sind in diesem Falle Kreise, 
deren Mittelpuukte auf der Geraden AB liegen, dagegen die Strömunge- 
(jurven Kreise, welche durch die Punkte A und B gehen. Wir können 
somit die StrömungBcurvea unmittelbar eintragen und die Spannungs- 
curren construiren, indem wir eine Tangente an eine Strömuugscurve 



W». SS. 


legen und durch den Berflhrungspunkt den Kreis beschreiben, dessen 
Mittelpunkt in den Schnittpunkt der Tangente mit der Linie AB fällt. 
Ffir die Vergleichung der Theorie mit der Beobachtung ist der 
Werth der Stromstärke j gleichgiltig; dagegen müssen wir dieselbe 
berechnen, wenn wir den Widerstand der Scheibe bestimmen wollen. 
Die S. 246 aufgestellten Gleichungen geben 

" ("--"•) +E^ + l^- 

Wenden wir aber den fOr u gefundenen Ausdruck auf die Stellen A 
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1 
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1 
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log^'^.j und log E^B,ß] 
das sind zunächst nur Symbole. Wir müssen, um die Werthe zu be- 
rechnen, auf früher aufgestellte Formeln zurückgehen. Wir haben die 
Ausdrücke erhalten, indem wir Integrale über die kleinen Flächen © 
und cd' gleich dem Product der Function unter dem Integral in die 
Fläche gesetzt haben. Dies darf nicht mehr geschehen; vielmehr siud 
die Werthe ganz ebenso, wie oben in dem Falle einer leitenden Kugel, 
zu berechnen. 

tiß — Ua wird dann gleich dem Product der Stromstärke j in den 
Widerstand der Scheibe; dieser Widerstand wird also der Dicke 2c der 
Scheibe umgekehrt proportional und somit durchaus nicht klein, wenn 
die Scheibe dünn ist. Klebt man z. ß. ein Staniolblättchen auf eine 
Glasscheibe, so wird der Widerstand sehr merklich und genau messbar. 


VIII. Kapitel. 

Die inducirten Ströme. 

A. Uebersicht über die Erscheinungen der inducirten Ströme. 

§. 96. 

Die Ersoheinungen der Elektroinduotlon. 

In der Nähe eines Leiters befinde sich ein anderer von einem 
elektrischen Strom durchflossener Leiter oder lein Magnet; dann tritt 
in dem Augen bhck, wo wir den Strom oder den Magnet entfernen 
oder nähern, oder in dem Augenblick, wo wir den Leiter entfernen 
oder nähern, in dem Leiter ein elektrischer Strom auf; es wird in 
dem Leiter ein Strom inducirt. 

Der Entdecker dieser Erscheinungen ist Faraday; er hat gezeigt, 
dass in einem Leiter ein solcher inducirter Strom immer auftritt, so- 
bald die relative Lage des Leiters gegen einen vorhandenen elektrischen 
Strom oder einen Magnet irgend eine Veränderung erleidet. 

Die einfachsten Strömungen treten auf, wenn dem Leiter eine 
lineare Form gegeben wird; dem inducirten Strom ist dann der Weg 
vorgeschrieben. Zu diesem Behuf muss aber der Draht eine in sich 
geschlossene Linie bilden. Nur Strömungen in solchen geschlossenen 
Curven werden Gegenstand unsrer Untersuchung sein; die inducirten 
Strömungen im Raum sind sehr schwer theoretisch zu behandeln. 

Wir schicken der Theorie einen kurzen üeberblick über die that- 
sächlichen Verhältnisse voraus; eine ausführlichere Darstellung findet 
sich in jedem Lehrbuch der Physik. 

Man unterscheidet Erscheinungen der Elektroindnction und 
der Magnetoinduction, je nachdem der sogenannte Inducent ein 
elektrischer Strom oder ein Magnet ist. Wir betrachten zunächst die 

erstem. 

« 

Ein einfacher Fall ist der folgende: 
Zwei Drahtkreise seien einander parallel aufgestellt, so dass ihre 
Ebenen auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrecht stehen. 
In dem Drahtkreis SS fliesse ein elektrischer Strom ; der zweite Draht- 
kreis DD sei mit Einschaltung eines Galvanometers in sich geschlossen. 
Statt der einfachen Kreise können wir auch Svatflme von Kreisen, 
Drahtrollen, nehmen. In dem Augenblick, wf *>/> 

Neuraann, Vorleaangen aber elektr. StrOme. 
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parallel mit sich selbst von or gegen ^ bewegen, erleidet die Nadel in 
dem Galvanometer eine Ablenkung, und von dem Augenblick an, wo der 
Drahtkreis in /5 stillsteht, hört die Wir- 
kung auf. Gehen wir dann von \^ nach 
/?, in derselben Richtung weiter, so tritt 
in dem Draht wieder ein Strom glei- 
cher Richtung auf, und zwar fliesst der 
inducirte Strom in entgegengesetzter 
Richtung mit dem inducirenden. End- 
lich ist, wenn a/5 = /3j8^, der auf dem 
Wege von /S nach /3, inducirte Strom 
stärker, als der auf dem Wege non a 
nach /? inducirte. 

Die inducirten Strome, von denen 
jetzt die Rede ist, können jedoch mit- 
telst des Multiplicators nicht, wie ge- 
wöhnliche elektrische Ströme gemessen 

werden; wir haben stillschweigend angenommen, die Bewegung des 
Drahtkreises von a nach ^ und von ^ nach /3j geschehe sehr rasch, 
so dass die Wirkung und damit auch der inducirte Strom nur sehr 
kurze Zeit andauert; es kann daher von einer coustanten Ablenkung 
der Nadel und von Beobachtung einer solchen Ablenkung nicht die 
Rede sein, üeberdies tritt, wie aus dem Obigen hervorgeht, noch ein 
zweiter Umstand hinzu, der eine constante Ablenkung hindert: die von 
den einzelnen Elementen der Bewegung inducirten Ströme sind ver- 
schieden stark. Demnach fliesst in dem Drahtkreis DD ein variabler 
Strom von äusserst kurzer Dauer. 

Zu einem Maass dieser Ströme gelangen wir auf dem folgenden 
Wege. Die Bewegung geschehe rasch und umfasse nur einen sehr 
kurzen Zeitraum im Vergleich mit der Schwingungsdauer der Magnet- 
nadel; dann erleidet in jedem Zeitmoment die Nadel einen Impuls, 
ändert aber während des ganzen Zeitraumes ihre Lage nicht merklich; 
wir können daher annehmen, die Nadel erhalte die sämmtlichen Im- 
pulse in der Ruhelage; diese Impulse summiren sich zu einem Ge 
sammtimpuls, welcher der Nadel eine bestimmte Anfangsgeschwin- 
digkeit ertheilt. Die Nadel wird also durch einen Stoss in Bewegung 
versetzt, und die Weite des Ausschlags hängt von der Stärke des 
Stosses ab. Die Beziehung der beiden Grössen giebt die Theorie des 
Pendels. 

So zeigt die Beobachtung, dass die Summe der Impulse, welche 
die Nadel erfährt, eine grössere ist, wenn der Drahtkreis^ statt von a 
nach /?, von ^ nach /3) bewegt wird. Kehren wir dann von |3| nach er 
zurück, so erhalten wir dieselbe Summe von Impulsen, aber in ent- 
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gegen gesetzter Richtung. Polglich hat bei der Eutfernunt; der indu- 
cirte Strom entgegengesetzt« Richtung, wie der durch Näherung indu- 
cirte, also mit dem inducirendeu Strome gleiche Richtung. 

Wir erhalten den stärksten Impuls, weun wir die Ebene den so- 
genannten luductors, des Drahtkreiaea DD, biü in die Ebene des 
Inducenten fQhren; gehen wir aber durch diese Ebene hindurch, so 
wird der Stoas geschwächt Wenn wir den Drahtkreis DD durch die 
Ebene SS hindurch auf die andere Seite in dieselbe Entfernung füh- 
ren, so ist die Summe der sämmttichen Impulse gleich null; die Nadel 
bleibt in der Ruhelage stehen. Dies ist nothwendige Folge des vorher 
Gesagten; es mnss für jede Entfernung gelten. 

Ist die Zeit, iu welcher der Drahtkreis von tr nach ß bewegt wird, 
sehr klein gegen die Schwingungsdauer der Nadel, so hat die Geschwin- 
digkeit, mit welcher die Bewegung stattfindet, keinen Einfluss auf 
den Ausaclilag, ebensowenig der Weg, auf welchem man von » nach ß 
geht; man kann auf der Geraden oder auf einer beliebigen Curve gehe«. 

Wir können zweitens auch durch eine drehende Bewegung in dem 
Drahtkreis einen Strom induciren. Im Vorhergehenden haben wir an- 
genommen, die beiden Drahtkreiae bleiben einander immer parallel; 
jede Bewegung kann dann aus dieser fortschreitenden und einer dre- 
henden zusammengesetzt werden. Wir nehmen ferner der Bequem- 
lichkeit wegen Kreisströme an; die Torhergehenden Bemerkungen gel- 
ten aber ebenso, wie die folgenden, für jede Form des linearen ge- 
schlossenen Leiters. 

Eine drehende Bewegung kann etwa iu der folgenden Weise zur 
Induction benutzt werden. Um den 
von einem Strom durchflossenen 
Drahtkreis SS sei der andere Draht- 
kreis i>/' drehbar, und die Drehungsaxe 
gehe durch den gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt der beiden Kreise. Gehen 
wir von der Lage aus, wo die Ebe- 
nen der beiden Kreise zusammen- 
fallen, und drehen wir den Drahtkreis 
DD nach der einen oder andern Seite, 
ao entsteht in demselben ein Strom 
von gleicher Richtung mit dem in SS 
fliessenden. Die Summe der Impulse 
wächst, weun wir bis 180" drehen; 
von da au nimmt sie ab, und bei eine 
Wirkung statt. Durch die eine halbe Umdrehung erhalten wir also 
eine ebenso starke positive, wie durch die andere halbe eine negative 
Strömung. Hiebei ist immer angenommen, es werde rasch gedreht. 



r Drehung um 360" findet keine 
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Fig. 61. 


Man kann aber durch eine einfache Vorrichtung bewirken, dass 
durch das Galvanometer alle Strome in derselben Richtung fliessen^ 
und so eine continuirliche Wirkung erzielen. Die beiden Drahtenden 
des Kreises DD werden mit den beiden, von einander isolirten Hälften 
eines Metallringes verbunden; auf diesem Metallring schleifen zwei 
Federn, welche mit den Enden des Multiplicatordrahtes in Verbindung 
stehen; der Metallring dreht sich mit dem Drahtkreise DD^ und die 
Federn sind so gestellt, dass in dem Mo- 
mente, wo die Ebene DD durch die Ebene 
des festen Kreises SS hindurchgeht, die Fe- 
dern von der einen Hälfte des Metallringes 
auf die andere überspringen. Mittelst dieser 
einfachen Einrichtung hat Wilhelm Weber 
erreicht, dass in dem Momente, wo der 
Strom in />/> die entgegengesetzte Richtung 
erhält, die beiden Enden des Multiplicator- 
drahtes mit einander vertauscht werden. 
Dann hat der Strom im Multiplicator immer 
dieselbe Richtung. Seine Stärke ist zwar 
veränderlich während der Zeit einer Umdrehuug; wenn aber die Drehung 
rasch und mit constanter Geschwindigkeit stattfindet, so erhält die 
Nadel eine constante Ablenkung, welche dem mittlem Werth der 
Stromstärke entspricht; die Nadel zittert vielleicht etwas um eine be- 
stimmte abgelenkte Lage, um so weniger, je rascher gedreht wird. Die 
Grösse der Ablenkung wird durch die Umdrehungsgeschwindigkeit be- 
dingt, weil bei einer ganzen Umdrehung die Summe der Impulse einen 
bestimmten constanten Werth hat. 

Fallen die Mittelpunkte der beiden Kreise nicht zusammen, so gilt 
im Allgemeinen dasselbe; auch hier ist die Summe der Impulse nuU^ 
wenn eine ganze Umdrehung stattfindet; es muss also wieder bei der 
einen halben Umdrehung der inducirte Strom entgegengesetzte Rich- 
tung, aber gleiche Stärke haben, wie bei der andern. Ferner ist die 
Wirkung einer halben Umdrehung unabhängig von der Geschwindig- 
keit der Drehung, u. s. f. 

Den allgemeinen Fall, wo der Drahtkreis DD beliebig bewegt wird, 
können wir aus den beiden eben betrachteten zusammensetzen, und 
zwar gilt hier wieder der allgemeine Satz, dass die Art, wie der Leiter 
aus der einen Lage in die andere übergeführt wird, auf den Gesammt- 
impuls ohne Einfluss ist; wir können zuerst die fortschreitende Bewe- 
gung vornehmen und dann die Drehung, oder umgekehrt, oder endlich 
gleichzeitig fortrücken und drehen; der Ausschlag der Multiplicator- 
nadel ist immer derselbe. Vorausgesetzt wird immer, dass die ganze 
Bewegung in sehr kurzer Zeit beendet sei. 
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Wdter hat Lenz in Petersburg eine aelir eiufache Regel ait^e- 
geljBtj für die ßiulitung des iiiducirten Stromes. Diese Eiegel it-t durch 
eiue grosse Zahl von BeubachtungeD als allgemein giltig erwieaeu; sie 
lautet: Der iuducirte Strom hat immer eine solche Richtung, dass die 
Wirkung des vorhandenen iStromes auf den inducirten der Bewegung, 
welche deu inducirten Strom hervorruft, eiueu Widerstand eutgegen- 
setzt. Wir finden dies in dem oben AngetiShrten bestätigt; bei der 
Näherung smd die Ströme entgegengesetzt, bei der Entf'erimiig gleich 
gerichtet; die Wirkung zwischen den ätrömeu ist im ersteru Falle ab- • 
stossend, in dem letztern auziehend. Bei der Drehuug haben beide 
Ströme gleiche Richtung, und dann ist die Wirkung derart, dass sie 
die Ströme in eine Ebene zu briugen strebt. 

lu den beiden bisher betrachteten Fallen wird ein Strom verän- 
derlicher Stärke inducirt. Ks ist aber wichtig, einen wirklich coii- 
stanten Strom zu- erhalten, und wir gelangen hiezu, wenn wir mit 
Beachtung derLenzschen Regel auf einen von Ampere constrnirten 
Apparat zurückgehen. Ein bewegliches LeiterstOck AB sei um eine 

verticale Ase durch A drehbar und, 

wie die Zeichnung andeutet, von 
einem geschlossenen IStrom SS um- 
geben. Wir wissen, dass, wenn in 
AB ein Strom fliesst, das Strom- 
stück AB durch den Stromkreis SS 
in .continuirlicb beschleunigte Be- 
wegung versetzt wird. Nun werde 
aber das LeiterstUck AB mittelst 
der Ase A gedreht; dann wird der 
Strom SS in dem bewegten Leiter 
einen Strom iaduciren, und zwar ein 

die Wirkung der Ströme auf einander der Drehung des Leiterstuckes 
um A einen Widerstand entgegensetzt. Drehen wir ferner mit col- 
stanter Geschwindigkeit, so ist der inducirte Strom nothwendig con- 
stant; denn die Lage des Leiters gegen den Strom erleidet keine Aen- 
derung. Wir können so eine ganz feste Ablenkung der Nadel erhalten, 
allerdings eine sehr schwache; dass die Grösse der Ablenkung durch 
die Ürehungsgesch windigkeit bedingt wird, steht mit dem oben Be- 
merkten wieder nur in scheinbarem Gegensatz. 

Viertens kann durch Aenderung der Stromstärke in dem vorhan- 
denen Htrom, obue dass irgend eine Ortsreränderung stattfände, ein 
Strom inducirt werden. Die beiden Drahtkreise S5 und Oß seien in 
einer £beue fest aufgestellt; in dem Augenblick, wo in dem Kreise SS 
ein Strom auftritt, wird ein Strom in dem Drahtring ßD inducirt; er 
dauert nur eine äuBsarat kone ^eit, wenn der Strom in SS mit con- 
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stanter Stärke flieset. Wird aber dieser 
Strom unterbrochen, so tritt in dem 
Augenblick, wo wir ofiFnen, in DD wieder 
ein momentaner Strom auf. Und zwar 
hat in dem letztern Fall der inducirte 
Strom gleiche Richtung mit dem unter- 
brochenen, in dem erstem entgegenge- 
setzte mit dem geschlossenen. Wir können 
uns die beiden Fälle so denken, dass ein 
constanter Strom aus unendlich grosser 

Entfernung rasch in die Lage SS gebracht und dann wieder aus dieser 
Lage unendlich weit entfernt werde; die Lenz sehe Regel giebt in 
beiden Fällen die oben genannte Richtung für den inducirten Strom. 

Wir haben den extremen Fall betrachtet, wo ein Strom ganz ein- 
tritt oder ganz aufhört; aber auch jede Intensitatsänderung iu einem 
vorhandenen Strom inducirt einen Strom in dem benachbarten Leiter. 

Unmittelbare Folge dieser Thatsache ist die interessante Erschei- 
nung, auf welche ebenfalls Farad ay zuerst aufmerksam gemacht hat; 
es muss beim Oeiffnen und beim Schliessen einer Kette ein Strom in 
dem Leiter selbst inducirt werden; Farad ay hat denselben Extra- 
current genannt. Dieser Extrastrom oder Nebenstrom wird 
beim Oe£fhen eine Stromverstärkung, beim Schliessen eine Strom- 
schwächung bewirken; die Grösse der Verstärkung oder Schwächung 
hängt wesentlich von der Gestalt des Stromleiters ab und ist bei spiral- 
förmigen Leitungen am Bedeutendsten, indem da möglichst viel Ele- 
mente einander sehr nahe liegen. Dies war schon lange beobachtet. 
Schalten wir eine Spirale in die Leitung ein, so erhalten wir beim 
Oeffnen einen kräftigen Funken; dieser wird schwach oder gar nicht 
wahrnehmbar, wenn wir die Spirale ausziehen. Bei der Schliessung 
tritt dagegen eine Stromschwächung ein ; es wird nicht momentan der 
volle Strom erzeugt. Dies bildet ein grosses Hinderniss für die Beant- 
wortung der Frage, mit welcher Geschwindigkeit sich die Elektricität 
fortpflanze; scheinbar hängt diese Geschwindigkeit von der Form des 
Leiters ab. 

Aehnliche Vorgänge finden in dem Stromwege selbst bei jeder 
Aenderung der Stromstärke statt. 

Der Extrastrom kann mittelst der Wh eats ton eschen Brücke 
genau beobachtet werden. Man legt die Brücke CD so, dass bei 
vollem Strom keine Ablenkung der Galvanometernadel eintritt; ferner 
ist zwischen AC und DB der Draht spiralförmig gewunden, zwischen 
CB und AD dagegen nicht. Namentlich in dem Momente, wo wir 
den Sixom öffnen , erhält die Galvanometernadel einen kräftigen Stoss. 
Auf diesem Wege kann der Extracurrent gemessen werden. 


§. 97. Die ErBciieiuiuigen 


r MagnetoinducüoD, 
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Wir fil^eu iliesur kurzeu Uebermcht itber ilie Erscheinungeu der 
Elektroindiiction noch einige allgemeine Bemerkungen bei. Wir Iiabeu 
den Fall betrachtet, wo der Leiter, in welcteni ein Strom inducirt 
wird, seinen Ort ändert; ebenso gut bätten wir aunehmeu können, ea 
werde der inducirende Strom bewegt; es kommt aur auf die relative 
Orte Veränderung von Strom und Leiter an. So lange die beiden Leiter 
ibre Form nicht ändern, können wir den einen Fall auf den andern 
überführen, durch gemeinschaftliche Bewegung der beiden Leiter, welche 
nicht inducirend wirkt. 

Man stellt ferner die -Beubacbtungen niemals mit einzelnen Draht- 
ringen, sondern immer mit Aggregaten von solchen, mit Drahtrollen 
an; mau erhält dann viel stärkere iuducirte Ströme und kann diesellien 
genau messen. 

§.97. 
X>ie Ersoheiaungen der Hagnetoinduction. 

Wir betrachten noch ganz kurz die Erscheinungen der sogeuanuten 
Magnetoiuduction. Eigentlich ist dies keine besondere Classe von 
Erscheinungen; wenn die Ämperesche Vorstellung vom magnetischeu 
Zustand richtig ist, so folgen die Gesetze der Erscbeinungeti aus dem 
obeu Bemerkten. 

Eine einfache und hübsche Methode, durch Magnete Ströme zu 
induciren , ist die folgende. Zwei MultipHcatoren mit horizontalen 
Magnetnadeln werden in weiter Entfernung von einander fest aufge- 
stellt und die Enden durch zwei Drahte ao mit einander verbuuden, 
dass ein einfacher geschlossener Leiter entsteht. Bringt man nun in 
dem einen Multiplicator die Nadel in Schwingungen, so iuducirt der 
bewegte Magnet Ströme in dem Leiter, und diese Ströme versetzen 
die Magnetnadel iu dem andern Multiplicator ebenfalls in Schwin- 
gongen. Jedesmal, wenn die erste Nadel ihre Bewegungsrichtnng um- 
kehrt, muss der inducirte Strom seine Richtung ändern und somit auf 
die Bewegung der zweiten Nadel hemmend emwirken. Dies ist der 
(•rund, weshalb die beiden Nadeln immer zusammen schwingen. 
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Dass ferner der durch Bewegung der Nadel iuducirte Strom auf 
die Nadel hemmend zurückwirkt, erkennt man leicht, indem man ein- 
mal die Nadel eines in sich geschlossenen Multiplicators in Schwin- 
gungen versetzt, und dann genau ebenso, während der Multiplicator 
geöffnet ist; in dem erstem Fall nehmen die Amplituden der Schwin- 
gungen viel rascher ab, als in dem letztern. 

Man benutzt diesen Umstand um die Magnetnadel rasch in Ruhe 
zu bringen; man umgiebt die Nadel mit Eupferringen oder Kupfer- 
platten, in denen durch Bewegung der Nadel Ströme inducirt werden; 
diese letztern wirken stark dämpfend auf die Schwingungen der Nadel. 
Solche Kupferplatten heissen deshalb Dämpfer. 

Ein anderer Fall Aon Magnetoinduction ist der folgende. Ein 
Magnet ist vertical aufgestellt; über denselben kjinn eine Drahtrolle 
geschoben werden, deren Enden mit einem Multiplicator in Verbindung 
stehen. Gehen wir 
mit der Drahtrolle aus 
der Lage a nach /?, so 
wird durch den Mag- 
net ein Strom indu- 
cirt; die Nadel im Mul- 
tiplicator schlägt aus. 
Die Richtung des in- 
ducirten Stromes wird 
durch die Lenzsche 
Regel bestimmt: der 
Strom muss in der 
Drahtrolle so fliessen, 
dass die Wirkung des 
Magnets auf diesen 
Strom der Bewegung 
von et nach ß einen 
Widerstand entge- 
gensetzt. Die Geschwindigkeit, mit welcher die Bewegung stattfindet, 
ist ohne Einfluss auf den Ausschlag der Nadel, sobald nur die Bewe- 
gung rasch ausgeführt wird. Der Ausschlag wächst, wenn wir die 
Drahtrolle bis in die Mitte y des Magnets führen, und wir erhalten den 
stärksten Ausschlag, wenn wir aus sehr grosser Entfernung bis in die 
Mitte gehen, üeberschreiten wir diese Mitte, so wird der Ausschlag 
kleiner. Gehen wir ein Mal von oben über den Nordpol , das andere 
Mal von unten über den Südpol aus gleicher Entfernung bis in die 
Mitte y, so erhalten wir denselben Ausschlag. Wir können auch aus 
einer beliebigen Anfangsposition über den Nordpol oder über den Süd- 
pol in die Endposition y gehen: der Ausschlag muss derselbe sein. 
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Dem eutspricht; dass die Ausschläge gleiche Grösse uud ß^ichtung er- 
halten, wenn wir von der Anfangsposition y aus über den Nordpol 
oder über den Südpol in dieselbe Entfernung gehen. Gehen wir end- 
lich in einem Zuge rasch von der Position a nach einer zweiten «j, 
welche ebenso weit unter der Mitte liegt, wie a darüber ^ so wird die 
Wirkung null. 

Diese Ströme sind bei Anwendung starker Magnete sehr kräftig, 
und sie werden deshalb zur Beruhigung einer Multiplicatornadel häufig 
benutzt. Man umgiebt die Nadel mit einer besondern Multiplicator- 
rolle, deren Enden durch Drähte mit einer zweiten Drahtrolle in Ver- 
bindung stehen, welche über einen in grosser Entfernung aufgestellten 
Magnet bewegbar ist. Namentlich bei Messungen mit Fernrohr und 
Scale ist dies ein sehr nützliches Hilfsmittel. Man hebt oder senkt 
die Rolle, so dass der Impuls die Bewegung der Nadel schwächt; nach 
zwei bis drei Stössen ist die Nadel in Ruhe. Es bedarf noch einer 
kleinen Vorrichtung, um die Leitung zu öffnen, sobald die Nadel still- 
steht; man kann nachher die Drahtrolle hinlegen, ohne dass dadurch 
die Nadel wieder in Bewegung versetzt wird. 

Ein dritter Fall von Magnetoinduction wird durch eine drehende 
Bewegung erzielt, üeber einem vertical aufgestellten Magnete NS ist 
eine Drahtrolle um eine 
horizontale Axe AB dreh- 
bar; die Drahtenden sind 
mit einem Multiplicator ver- 
bunden. Gehen wir von der 
Lage aus, wo die Ebene 
der Drahtrolle horizontal 
ist, und drehen wir um 
einen Winkel 9?, so erlei- 
det die Multiplicatornadel 
einen Stoss; die Grösse des- 
selben wächst mit der Dre- 
hung bis 9? = 180"; gehen 
wir weiter, so tritt Schwä- 
chung ein. Der inducirte 
Strom hat also bei der 
Drehung von bis 180*^ in 
der Drahtrolle dieselbe Rich- 
tung, von da an die ent- 
gegengesetzte. Damit bei 
fortgesetzter gleichmässiger 
und rascher Drehung eine stätige Ablenkung der Nadel eintrete, muss 
ein Gommutator benutzt werden, der bei jedem Durchgang der Draht- 
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Tülle durcli die hori/.ontale Ebene die Verbiiiduug mit dem Multipli- 
cator umkehrt; dann zittert die Nadel gewiaaermaassen um eioe von 
der Ruhelage abweielietide Gleichgewichtslage; diese wird durch deu 
Mittelwerth der iiiducirten Stromstärke bedingt. 

Hierauf beruht das Weberscbe Inductiousinclinatorluiii 
Als Magnet dieöt der Erdmagnet. Wird die Drahtrolle um eine »erti- 
cale Axe gedreht, so kommt nur die horizontale Componente der erd- [ 
maguetischeti Kraft zur Geltung; ist dagegen die Drehungsase hori- 
zontal und dem magnetischen Meridian parallel, so wirkt bloss die 
7erticale Componente. Wenn wir daher dieselbe Drahtrolle mit der- 
aelben Geschwindigkeit um die vertieale und um die horizontale Axe 
drehen, so bestimmen die Ablenkungen der Nadel das Verhältniss der , 
horizontalen und der verticalen Componente der erdmagnetischen Krafl, 
also die magnetische Inclination. 

Wir wollen noch einen vierten Fall hervorhehen, wo die InductioD 
auf der plötzlichen Entstehung eines Magnets beruht. Eine weicht: 
Kisenmasse sei von einer Drahtapirale umgeben; wird dann das Eisen 
plötzlich in einen magnetischen Zustand versetzt, so muss ein Strom 
in der Drahtspirale erzeugt werden, gerade wie wenn ein permaueater 
Magnet aus grosser Entfernung schnell in die Hpirale gesteckt oder 
die Spirale schnell über deu Magnet geschoben würde, 

iJiT magnetische Zustand der Eisenmaase kann auf doppelte Weise 
erhalten werden. Entweder nähert man dem Eisen einen Stahlmagnet. 
Dann induciren zwei Momente einen Strom in der Drahtspirale, ein- 
mal die Näherung des Magnets und dann der in dem Eisen hervor- 
gerufene magnetische Zustand, und diese beiden Wirkungen summircii 
sich. Technisch findet dies Anwendung iu der magnetoeiek tri sehen 
Maschine von Ettingshauaen, 

Oder man legt um die Kiseumasse zwei Ürahtspiralen, Durch die 
innere derselben wird ein Strom geleitet und dadurch in der äussern 
ein Strom inducirt. Auch dieser verdankt seinen Ursprung zwei in 
demselben Siune wirkenden Ursachen: der Entstehung des Stromes in 
der iunern Spirale und der plötzlichen Magnetiairung der weichen 
Eiaenmasse. Indem wir den Strom abwechselnd öffnen und schliesaeu, 
werden inducirte Ströme entgegengesetzter Richtung hervorgerufen; 
deren Auftreten kann z. B. an Wärme Wirkungen erkannt werden. Diese 
Einrichtung ist beim sogenannten Hammerapparat benutzt, wo das 
OefFuen uud Schliessen des Stromes durch den Magnet selbst be- 
wirkt wird. 

Wir können endlich auch hier einen inducirteu Strom erzeugen, 
dessen Intensität coustant ist. Wir benutzen den Ampereseben 
Apparat, wo ein Leiterstüek um einen Magnet rotirt, wenn ein Strom 
durch den Leiter flieset; die Einrichtung wird durch umstehende Zeich- 


§. 98. Fänf allgemeine Sätze als Resultate der Erfahrung. 
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nuDg deutlich gemacht. Statt einen 
Sixom durch das Leiterstück fliessen 
zu lassen ; drehen wir mechanisch 
das Leiterstück um die Axe und 
schalten an Stelle der Batterie 
einen Multiplicator in die Leitung 
ein; dann wird ein Strom in dem 
Leiter iuducirt. Die Richtung die- 
ses inducirten Stromes ist derje- 
nigen entgegengesetzt y in welcher 
ein Strom fliesseh müsste, damit 
durch die elektromagnetische Wir- 
kung des Magnets auf den Strom 
das Leiterstück in demselben Sinne 
rotirte. Ferner folgt aus d^r Symmetrie in Bezug auf die Drehungs- 
axe, dass die Stärke des inducirten Stromes bei gleichförmiger Drehung 
constant sein muss; die Nadel des Multiplicators erhält also eine feste 
Ablenkung, deren Grösse durch die Umdrehungsgeschwindigkeit be- 
stimmt wird. 

Wir haben hiemit einen genügenden Einblick in die Natur der 
Erscheinungen gewonnen, um die Theorie entwickeln zu können. 



Fig. 67. 


B. Theorie der inducirten Ströme. 

§. 98. 

Fünf allgemeine Sätze als Resultate der Erfiahrung. 

Wir entnehmen der Erfahrung eine Anzahl von allgemeinen Sätzen, 
welche wir der Theorie zu Grunde legen ; diese fünf Sätze können als 
Resultate der Beobachtungen gelten, und wir gehen daher von einem 
sehr allgemeinen Standpunkt aus.*) 

1) Inducirte Strome entstehen jedes Mal, wo die vir- 
tuelle Wirkung des inducirenden Stromes auf den Leiter 
eine Aenderung erfährt. 

Unter virtueller Wirkung verstehen wir diejenige Wirkung, welche 
der inducirende Strom auf den Leiter ausüben würde, wenn dieser 


*) Die Theorie ist von F. Neumann in den beiden folgenden Abhandlungen 
entwickelt: Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen 
Ströme, vorgelesen in der Berliner Acaderoie der Wissenschaften am 27. October 
1845; Ueber ein allgemeines Princip der mathematischen Theorie 
inducirter elektrischer Ströme, vorgelesen am 9. Augast 1847. 
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letztere von einem elektrischen Strom durchflössen wäre. Die virtuelle 
Wirkung, des Stromes ^uf den Leiter erfahrt also eine Aenderung, wenn 
der Leiter oder der Strom bewegt, oder wenn die Intensität des Stro- 
mes verändert wird. 

Die auf solche Weise inducirten Ströme haben vollständig den 
Charakter der gewohnlichen elektrischen Ströme; sie wirken nach den- 
selben Gesetzen auf eine Magnetnadel oder auf einen andern elektri- 
schen Strom; sie sind auch den Ohm sehen Gesetzen unterworfen in 
Bezug auf die elektromotorische Kraft und den Widerstand der Wege. 
Hierin liegt die Möglichkeit zu trennen, was dem Widerstand, und wa$ 
der inducirten elektromotorischen Kraft angehört. Wir betrachten zu- 
nächst die letztere. Für dieselbe hat Lenz das folgende Gesetz auf- 
gestellt und durch Beobachtung begründet: 

2) Die inducirte elektromotorische Kraft ist unabhäu- 
gig von der Substanz des Leiters. 

Verbinden wir zwei ganz gleiche Spiralen, z. B. von Kupfer und von 
Neusilber, mit einem Multiplicator, und induciren wir Ströme in den 
Spiralen, so erhalten wir durch die eine, wie durch die andere Spirale 
genau denselben Ausschlag der Nadel, wenn dieselbe inducirende Wir- 
kung ausgeübt wird. Besser winden wir die beiden Drähte neben ein 
ander auf einen Cylinder, und verbinden die Enden so mit den beiden 
Drähten eines sehr empfindlichen DiiFerentialmultiplicators, dass die 
inducirten Ströme den letztern in entgegengesetzter Richtung durch 
fliessen; wir treffen ferner die Einrichtung, dass die Widerstände der 
beiden geschlossenen Leitungen genau gleich sind. Dann werden wir 
niemals eine Bewegung der Multiplicatornadel wahrnehmen, welehf 
inducirende Wirkung wir auch auf die Doppelspirale ausüben mögen. 
Der Beweis des Satzes kann auf diesem Wege mit ausserordentlicht-r 
Schärfe geführt werden. 

3) Unter sonst gleichen Umständen ist die elektromo- 
torische Kraft der Geschwindigkeit proportional, mit wel- 
cher die Elemente bewegt werden. 

Dieser Satz scheint mit dem in Widerspruch zu stehen, was wir 
oben wiederholt ausgesprochen haben: die Wirkung auf die Nadel soll 
bloss von der Anfangs- und von der Endposition abhangen, dagej^eL 
von dem Wege, auf welchem die üeberführung stattfindet, und von der 
Geschwindigkeit völlig unabhängig sein. Aber der Ausdruck „unter 
gleichen Umständen'^ soll hier nicht bedeuten, dass Anfangs- und £ud- 
position in den verglichenen Fällen gleich sei; sondern der Satz be- 
zieht sich auf einen bestimmten Zeitpunkt und die Geschwindigkeit 
eines Elementes in diesem Zeitpunkt. Die zur Zeit / inducirte elektro- 
motorische Kraft soll dieser Geschwindigkeit v proportional sein, albO 
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auch die Stärke j des inducirten Stromes zur Zeit / proportional 

sein v, etwa 

j=.vF(x), 

wo X eine Entfernung bedeutet. In den mit einander verglichenen 
Fällen soll dieses x gleich, v aber verschieden sein. Während der un- 
endlich kleinen Zeit di kann j als coustant betrachtet und die Wirkung 
des inducirten Stromes während dieser Zeit proportional gesetzt werden 

dem Produkte 

jdt = F{x) vdt = F(x)dx, 

da t; = ^ ist. Der Ausschlag der Nadel wird durch die Summe der 

Wirkungen innerhalb der endlichen Zeit von i^ bis t^ bedingt; die ent- 
sprechenden Werthe von x^ welche der Anfangs- oder Endposition an- 
gehören, seien x^ und Xj; dann hängt der Ausschlag der Nadel von 
dem Integral ab: 

^jdi= CF{x)dx, 

also bloss von der Anfaiigs- und Endpositiou. Wir setzen hiebei vor- 
aus , dass die Bewegung in sehr kurzer Zeit beendet sei. So folgt aus 
dem dritten Satze gerade das Gesetz, welches wir oben als in den ver- 
schiedensten Fällen giltig hervorgehoben haben. Deshalb sind wir zu 
der Annahme berechtigt, dass der dritte Satz der Erfahrung ent- 
nommen sei. 

Als vierten Satz nehmen wir das schon oben besprochene, von 
Lenz aufgestellte Gesetz für die Richtung des inducirten Stromes an, 
geben demselben aber eine etwas andere Form. Die Richtung des in- 
ducirten Stromes soll immer derart sein, dass die elektrodynamische 
Wirkung der beiden Ströme auf einander der inducirenden Bewegung 
einen Widerstand entgegensetzt. Denken wir uns den Leiter bewegt^ 
80 können wir sagen: 

4) Die Gomponente nach der Richtung der Bewegung 
von der elektrodynamischen Wirkung, welche der indu- 
cirende Strom auf den inducirten ausübt, ist immer negativ. 

Endlich folgt unmittelbar aus den sämmtlichen Beobachtungen der 
letzte Satz: 

5) Unter sonst gleichen Umständen ist die inducirte 
Stromstärke der inducirenden proportional. 

§.99. 

Ableitung des Ausdruckes für die induoirte elektromotorisohe Kraft. 

Mittelst dieser fünf Sätze bilden wir einen Ausdruck für die indu- 
cirte Stromstärke und erhalten daraus die inducirte elektromotorische 
Kraft, den Fundamentalausdruck der T> 
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Es sei ein Leiter derart in Bewegung, dass seine Elemente alle 
dieselbe Geschwindigkeit haben. Ferner bezeichne R die Wirkung de< 
inducirenden Stromes auf die Längeneinheit des Leiters, wenn dieser 
von der Stromeinheit durchflössen wird. Dann ist die Wirkung auf 
das Leiterelement ds gleich Rds, und wenn wir die Starke des indu- 
cirten Stromes gleich j setzen, die Wirkung des inducirenden Stromes 
auf das Element j ds des inducirten 

j R ds. 

Der Leiter bewegt sich in einer bestimmten Richtung mit der Ge- 
schwindigkeit V] mit dieser Richtung bilde die Kraft R den Winkel a; 
dann ist die Compouente der Wirkung nach der Richtung der Bewegung 

j R ds cos a . 

Wir setzen zur Abkürzung 

R cosa = C\ 

die Componente der Gesammtwirkung erhalten wir durch Summimng 
über alle Elemente ds. 

Nach dem dritten Satz ist nun j der Geschwindigkeit v proportional, 

und die Componente der Gesammtwirkung ergiebt sich gleich 

fvfCdSy 

wo V wesentlich positiv ist Der Ausdruck soll nach dem vierten Satse 
immer negativ sein; das Integral fCds über den ganzen geschlosse- 
nen Leiter kann ebensogut negativ, wie positiv sein. Folglich muss 
y eine Function von J C ds sein, solcher Art, dass das Product 
immer negativ ist, und es kann auch aus dem ersten Satze gefolgert 
werden, dass in dem angenommenen Falle f eine Function YonJCds 
sei. Soll nun das Product immer ein bestimmtes Vorzeichen haben, 
so muss j" eine ungerade Function von f ds sein. Endlich folgt aus 
dem fünften Satze, dass j' eine lineare Function ist. Denn die Grosse 
C hat zum Factor /, die Starke des inducirenden Stromes; nun soll 
aber j proportional / sein; demnach können wir setzen 

y — — KjCds, 

wo K eine positive Grösse bedeutet. 

Wir haben damit für die Starke des inducirten Stromes den Aus- 
druck gefunden 

j—--KvfCd$, 
oder, da^ dem Widerstand des Leiters umgekehrt proportional sein muss, 

j^ — l.vfCds, 

wo f eine Constante ist. 


iJ 
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Bezeichnet ferner E die inducirte elektromotorische Kraft, bezogen 
auf die Einheit der Länge, so ist die in dem ganzen Leiter inducirte 
elektromotorische Kraft gleich -f Eäs, und wir haben 

folglich fEds'=^ — 6vJC ds. 

Diese Gleichung ist für jeden geschlossenen Leiter erfüllt^ wenn die 
Elemente der Integrale auf beiden Seiten einander gleich sind; wir 
setzen daher 

E ds ^=^ — BV C ds^ 

oder E ^== ^ Bv C. 

Dies ist die Fundamentalformel unsrer Theorie; wir haben einen 
Ausdruck abgeleitet für die an der Stelle s des Leiters inducirte elektro- 
motorische Kraft, bezogen auf die Einheit der Länge. 

§. 100. 
Einheit des Widerstandes. Allgemeine Bezetchnung; die HauptfELlle. 

Aus den eben aufgestellten Formeln ergiebt sich ein sehr wich- 
tiges Resultat^ welches die ganze Theorie der Elektricität eine Stufe 
höher gehoben hat. 

Wir haben für die Stärke j des inducirten Stromes die Gleichung 
erhalten : 

j ^vjcds, 

und hierin ist C proportional der Stärke des inducirten Stromes /, so dass 

J Cds = JZ, 

wo Z eine Zahl bedeutet; denn wir haben, um Z zu erhalten , nach 

dem Amp^reschen Gesetz die Gomponente von der Wirkung zweier 

Ströme auf einander zu berechnen , wenn die Stromstärken eins sind. 

Mithin wird 

jw = — evJZ, 

oder m; = — eZ — v. 

In dieser Gleichung ist Z — ein Zahlenwerth. Ferner soll die Grösse s 

ganz unabhängig sein von der Natur des Leiters, nur bezüglich auf 
die elektrischen Flüssigkeiten, v ist eine Geschwindigkeit und wird 
gemessen in den Einheiten der Länge und der Zeit. Der Widerstand w 
endlich wird gewöhnlich in einer willkührlich gewählten Einheit aus- 
gedrückt; man setzt den Widerstand eines bestimmten Drahtstücks oder 
einer bestimmten Quecksilbersäule gleich eins. Nehmen wir dies auch 
hier an, so wird der Zahlenwerth der universellen Constante e durch 
diese willkührlich gewählte Widerstandseinheit bedingt. 
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Wir können aber zunächst festsetzen, dass die Constante s eine 
Zahl sein soll. Dann wird der Widerstand w gleich dem Product einer 
Zahl in eine Geschwindigkeit. Setzen wir weiter 

so erhalten wir ein absolutes Maass für den Widerstand statt des rela- 
tiven; der Widerstand wird nun gemessen in den Einheiten der Lange 
und der Zeit; wie eine Geschwindigkeit. Wir haben früher die Strom- 
starke in denselben Einheiten ausgedrückt. Diese absolute Bestim- 
mung des Widerstandes ist eines der schönsten Resultate , welches 
Wilhelm Weber zuerst abgeleitet hat, von einem andern Ausgangs- 
punkte, als wir, aber mittelst ganz ähnlicher Betrachtungen. — 

Bevor wir zur Entwicklung der Theorie übergehen, führen wir 
eine übersichtliche Bezeichnung ein. 

Wir wollen von nun an die ganze in dem Leiter inducirte elektro- 
motorische Kraft mit ^bezeichnen; dann ist nach dem, was wir eben 
gefunden haben, 

(1) * E=^ — B SCvds, 

wo das Zeichen S bedeutet, dass die Summe über alle Elemente ds des 
Leiters zu nehmen sei. Wir bezeichnen ferner das Product der Strom- 
stärke in das Zeitelement dt mit D und nennen diesen Ausdruck den 
Differentialstrom; derselbe bestimmt die Wirkung, welche der 
inducirte Strom während der Zeit dt auf die liilultiplicatornadel ausübt; 
in dem betrachteten Falle ist, da 

D^^ Edty 

(2) D = -^^ SCvds .dt. 

Weiter sollen alle Grössen, welche sich auf den inducirenden 
Strom, den Inducenteu beziehen, mit griechischen Buchstaben bezeich 
net werden: das Element des Inducenten mit da, sein Ort mit ^^ ijil- 
das Wegelement, wenn der Inducent im Bewegung begrififen ist, mit 
do). Die Stärke des inducirenden Stromes aber sei von nun au J, 

Die entsprechenden Grössen für den Leiter dagegen bezeichnen 
wir mit den lateinischen Buchstaben, also 

' dsy x, y, z, do. 

Wir unterscheiden auch drei Integrationen, die Summe 2^ über alle 
Elemente da des Inducenten, die Summe S über die Leitereiemeute 
dSf drittens die Summe C über die Zeitelemente dt, welche in den 
zu betrachtenden Fällen auf Integrationen über die Wegeleraente do 
und d<o zurückgeführt wird. 

Endlich bedeute r die Entfernung der Elemente da und dSj so das^ 

r^ - (x - ^y + {y- vY + {z-^ t)\ 
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and die Hichtuug r werde von du nach ds positiv gerechnet, so dass 
■ wie oben bei Betrachtung des Ampereschea Gesetzes, 

£1 = cosO-, äs) = coaö, 

5- =^ — cos {t-, da) =1 — cos #, , 

wo # den Winkel zwischen di und r, #, den Winkel zwischen da 
und r, t den Winkel zwischen ds und da bedeutet. 

Wir betracliten zunächst die Induction, welche durch eine relative 
ürtaveränderung des Leiters gegen den Strom hervorgerufen wird, und 
dann sind drei Hauptfälle zu unterscheiden: 

1) Der Inducent bleibt in Ruhe; der Leiter oder einzelne Theile 
desselben sind in Bewegung. Wir setzen bloss voraus, dasa der Leiter 
fortwährend geschlossen bleibe; derselbe kauu also seine Form beliebig 
lindern, neue Elemente aufnehmen, u. s. f. 

2) Der Leiter bleibt in Ruhe, und die Htromelement« sind in be- 
liebiger Bewegung. 

3) Beide Bewegungen finden gleichzeitig statt. 

Auf den vierten Fall, wo die Induction durch Aenderung der 
Stromstärke im Inducenten hervorgerufen wird, werden wir erst später 
eingehen. 

§. 101. 
Der Inducent bleibt in Bohe; der Leiter wird bewegt. 
Wir betrachten zuerst den Fall, wo der Inducent in Ruhe bleibt, 

rf« = 0, 
und bilden die Componentc nach der Richtung der Bewegung von der- 
jenigen Wirkung, welche der inducirende Strom j auf die Längen- 
einheit des Leiters an der Stelle x, y, z ausübt. Nach dem Ampere- 
schen Gesetz ist die Wirkung gleich' 


^3d^ 


cos t — -^ cos « 


wo t den Winkel bedeutet, welchen die Elemente da und ds mit ein- 
ander bilden, und 0, dagegen die Winkel zwischen den Elementen 
und der Verbindungslinie r. Hieraus folgt für die oben mit C be- 
zeichnete Grösse 


<;--s'-;V(c™f-:. 

Das Leiterelement ds aber bewe"* 


is 9 cos 


i_,-,do). 
•■••■ Geschwindigkeit -tt • 
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Demnach wird die in dem ganzen Leiter indueirte elektromotorische 
Kraft 

^ = * S S ^ {^^^ ?— 4 ^^^^ cosOj) cos (r, dd) ^ da ds, 
oder^ wenn wir die Cosinus durch die Abgeleiteten von r ausdrücken, 

f^\ r c Q V i /.. ^'y 1 dr dr\ dr do ,^ ,^ 

(3) E ,^^-^r^j^^--j-^^)^^^dads. 

Indem wir E durch den Widerstand W des Leiters dividiren , erhalten 
wir die Starke des zur Zeit i inducirten Stromes; diese ändert sich 
rasch mit der Zeit und kann daher nur während eines unendlich knnen 
Zeitraumes dt als constant betrachtet werden; innerhalb der Zeit <// 
übt der indueirte Strom eine Wirkung auf die Multiplicatomadel aus, 
welche dem Differentialstrom Dy dem Product der Stromstärke in die 
Zeit dij proportional ist. Wir erhalten J9, indem wir .2^ mit dt multi- 
pliciren und durch W dividiren: 

Wir lassen zunächst einige Voraussetzungen eintreten, welche dem 
Ausdruck eine einfachere Form geben ; so dass seine wahre Natur deut- 
licher hervortritt. 

Erstlich sei j unabhängig von ßy d. h. der inducirende Strom ein- 
fach und unverzweigt. Ferner sei nicht allein j^ sondern auch der 
Widerstand W des Leiters unabhängig von der Zeit. Im Allgemeineo 
wird das nicht zutreffen ; es können bei der Bewegung neue Elemente 
ein- und alte Elemente ausgeschaltet werden, und dann ändert sich 
der Widerstand. Wir schliessen eine solche Aenderung aus, oder ^ir 
nehmen an, es seien die Aenderungen im Vergleich mit dem Mitiel- 
werth des gesammten Widerstandes so klein, dass sie ganz ausser Be- 
tracht fallen. Dann können wir die ganze Wirkung des inducirten 
Stromes auf die Magnetnadel einfach berechnen. Wir haben die Einzei- 
wirkungen, welche während der Zeitelemente dt ausgeübt werden, 2Q 
summiren, d. h. in Bezug auf die Zeit über die endliche Dauer der 
Bewegung zu iutegriren; wie inuner, wird dabei die Voraussetzung g^ 
macht, dass diese endliche Zeit im Vergleich mit der Schwingung^' 
dauer der Magnetnadel ausserordentlich klein sei; die Gesammtwirkung 
ergiebt sich proportional dem Integral des Differentialstromes in Bezug 
auf die Zeit, und diesen Ausdruck nennen wir den Integralst rom 
Er werde im Folgenden immer mit J bezeichnet, so dass 

Setzen wir den oben für D gefundenen Werth ein, so folgt 

(5, y__^rss^(.^_i|r|i)|i....... 
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§. 102. 

Umformung des dreifl&chen Integrales in die Summe von sechs 

Doppelintegralen. 

Der Integralstrom wird im Wesentlichen bestimmt durch das drei- 
fache Integral 

(6) ^-fS^H-ih-im'^''"""'- 

Dasselbe muss näher untersucht werden, und wir wollen das gleich 
für den allgemeinen Fall thun, wo die Integrationen 2 und S über 
nicht geschlossene Curven zu erstrecken sind. 

Die Grenzen von a seien a^ und (Tj, die von s s^ und $2^ die von 
0, und Oj* Dann kann das dreifache Integral auf eine Summe von 
sechs Doppelintegralen zurückgeführt werden. 

Indem wir nämlich das erste Glied 


^ ^ r dsdcdo 
partiell nach a integriren, erhalten wir 


/ 


^♦^ ^'•' do ds do 


. d'-^' 


S^[7%%y^'o-J^^%-y^^^dcdsdo, 

Ol 

oder, wenn wir die Differentiation unter dem dreifachen Integral aus- 
führen, 


r do ^^ _ i.^^ 4. 1_^ 
de ~ r* da do "i r dado ' 

und dann den Werth einsetzen, 

J^y^rdsdo^ J *^ -^^ r* \ dado 2dado/d8 

Ol 

Das erste Glied fällt fort, wenn der Induceut geschlossen ist. Das 
dreifache Integral aber wird aus dem ursprünglichen Werth von E 
erhalten, indem man das Leiterelement ds und das Wegelement do 
vertauscht und das Vorzeichen umkehrt; die Grösse unter dem Integral 
ist gewissermaassen die Componente nach dem Leiterelemeut ds von 
der Wirkung des Stromelementes da auf das andere Stromelement do* 
Wir werden später bei Besprechung der Web er sehen Theorie diesem 
Ausdruck wieder begegnen. 

Wir integriren das dreifache Integral weiter partiell nach und 
erhalten 

0%, 

18» 
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aus diesem letztem dreifachen Integral aber wird durch partielle In- 
tegration nach s 

Wir stossen also wieder auf das dreifache Integral^ von dem wir aus- 
gegangen sind ; aber dasselbe hat das negative Vorzeichen. Somit folgt: 


Ol 


+ l/2[ii|j]*.^«. 


Die Umformung gilt allgemein ; wir haben keine besondere Vor- 
aussetzung gemacht. 

§. 103. 
Betrachtung des Falles, wo der gamse Leiter bewegt wird. 

Wir machen von der Umformung Gebrauch, um in dem* angenom- 
menen einfachen Fall den Integralstrom zu berechnen. Der Inducent 
ruht und bildet eine einfache geschlossene Curve; dann fallen die 

Werthe von '*> 5~> g- för ex = <f, und für a = cFj zusammen, und das 

erste Doppelintegral föllt fort^ so dass wir haben 

Der Leiter $ soll auch immer geschlossen sein ; aber da derselbe in Be- 
wegung begriffen ist, brauchen die Stellen s^ und s^ nicht zusammen- 

zufallen; damit hängt zusammen, dass die Geschwindigkeit ^ des 

einzelnen Elements sich nicht nothwendig statig ändert von dem einen 
Elemente zum andern. Wir dürfen dann in dem dreifachen Integral 

nicht ohne Weiteres über die Stellen hinweg integriren, wo ^ sich 

sprungweise ändert Fassen wir 
z. B. den Fall ins Auge, wo der 
Draht CDE ruht, di^egen ein an- 
deres Drahtstück AB aus der Lage 
^ji?, in die Lage A^B^ überge- 
führt wird, so ist ^ für alle Ele- 
mente des Stückes CDE gleich 
null, dagegen für die Stellen des 
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bewegten Stückes AB von null verschieden, und wir können in dem 
dreifachen Integral die Integration nach s auf das bewegte Stück AB 
beschränken; dann ist in Bezug auf s von s^ bis s.^ zu integriren, wo 
5, der sogenannten. Gleitstelle A, $2 der andern Gleitstelle B entspricht. 

Nun fallen die Werthe von r, 5—, 5— für 5 = s, und für 5 = 5« 

durchaus nicht zusammen, und das letzte Doppelintegral verschwin- 
det nicht. 

Dagegen wird dieses Glied fortfallen, sobald die Elemente des 
Leiters im Laufe der Bewegung sich nicht ändern, also weder neue 
Elemente ein-, noch alte Elemente ausgeschaltet werden; dann sind 

jj , ^ stätige Functionen von 5, und wir erhalten 

Ol 


--ISSfigg]^.^. 


»I 

Wir können ferner durch eine einfache Transformation das Doppel- 
integral 

'^ ^^ r da GS ' 

welches über die beiden geschlossenen Curven a und s zu nehmen ist, 
auf ein uns schon bekanntes überführen. Wir haben nämlich 

r da da"^ 2 da ds ' 
so dass durch partielle Integration nach a folgt 

g 2 ^M" da ds = I S S 7?J' äa ds 

Dieses Integral bestimmt aber nach Früherem das Potential des ge- 
schlossenen Leiters <s auf den geschlosseneu Leiter Sy beide Leiter von 
dem Strome 1 durchflössen gedacht; wir fanden nämlich für dieses 
Potential Pa,9 den Ausdruck (S. 110) 

Bezeichnen wir den Werth dieses Potentiales für die Anfangsposition 
' " -8 Ä mit Pa.a^f für die Endposition dagegen mit ft,«,, so wird 
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Folglich wird in dem betrachteten Falle^ wo der ganze Leiter mit 
beliebiget Aenderung seiner Form; aber ohne Ein- und Ausschaltung 
von Elementen bewegt wird, der Integralstrom 

(8) J^ =-^ (/'..», -^a.O; 

der Integralstrom wird gleich dem Product von ^ in den Un- 
terschied von den Potentialen des Leiters a auf den Leiter s 
in der Endposition und in der Anfangsposition. Demnach 
ist die Wirkung auf die Magnetnadel allein abhängig von der Anfangs- 
und Endposition des Leiters s, ganz unabhängig von der Art und 
Weise; wie die Ueberführung aus der einen Lage in die andere statt- 
findet. Dieses Resultat steht in völligem Einklang mit der Erfahrung. 
Auch der Differentialstrom kann sehr einfach durch das Potential 
des Leiters a auf den Leiter s ausgedrückt werden. Es folgt nämlich 
aus dem Obigen ; dass, wenn Pa^» dieses Potential zu der beliebigen 
Zeit i während der Bewegung bezeichnet; 

• dp 

wir brauchen nur statt der endlichen Zeit von /^ bis /j ^^^s unendlich 
kleine Element dt von der Zeit t bis t '\- di als den Zeitraum der 
iuducirenden Bewegung anzunehmen. 

Aendem sich j und W mit der Zeit; so kaun die Gleichung (8) 
für den Integralstrom nicht zur Anwendung gebracht werden, wohl 
aber die Gleichung (9) für den Differentialstrom *, es würde daraus folgen 


-/i 


tiL dt 

dt "'• 


Doch gilt diese Formel nur; wenn eine Aenderung der Stromstärke j 
ebensowenig^ wie eine Aenderung des Widerstandes W, eine inducirende 
Wirkung ausübt; wir kommen auf diesen Punkt zurück und wollen 
hier nur bemerken; dass; weil eine Aenderung der Stromstärke > für 
sich allein einen Strom in dem Leiter s inducirt, die Formel (9) und 
also auch der daraus abgeleitete Werth des Integralstromes nicht gel- 
ten kann; wenn j sich ändert. 

§. 104. 
Bewegung des Leiters mit Gleitstellen. 

Wir betrachten nun einen allgemeinern Fall. Der Inducent bleibt 
immer in Ruhe; dagegen soll nur ein Theil des Leiters bewegt werden; 
oder mehrere einzelne Theile, so dass andere Theile in Ruhe bleiben. 
Dann sind zwei Fälle zu unterscheiden; welche wir schematisch fol- 
gendermaassen darstellen können: 
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Das Leiterstück AB werde 
von A^ i?, nach A^ B^ bewegt, 
so (lass die ruhenden Theile 
der Bahn um A^ A^ und um 
B^ B2 vermehrt werden, wäh- 
rend die bewegten Theile die- 
selben bleiben (Fig. 69). 

Oder es treten neue Ele- 
mente zu den ruhenden und 
ebenfalls neue Elemente zu 
den bewegten hinzu y wie das 
in der Fig. 70 angedeutet 
ist; indem das Leiterstück 
AB von A^B^ nach A^B^ 
bewegt wird, verwandelt sich 
die Bahn von A^B^BA^ in 
i4| A2B2B1 BAi • 

Die beiden Fälle sind 
deshalb zu unterscheiden, 
weil in dem ersten die Gren- 



^. 


/^i 


E 


B. 


Flg. G9. 


zen s 


1 


und ^2 ^^^ ^ ^^^^^ 



Werthe haben, in dem zwei- 
ten dagegen mit der Zeit Fig. 70. 
veränderliche. 

Auch in diesen Fällen hebt sich aus dem Werthe (7) von E die 
erste Gruppe von Doppelintegralen fort, weil der Inducent ruht. Wir 
haben somit 

E - - 1 S 2 [i-I^M]^. äs + i/S [i|f g]%. äo. 

Ol «i 

Betrachten wir den erstem Fall, und nehmen wir an, es werde ein 
Leiterstück AB aus der Lage 

A^Bi in die Lage ^2-^2 S^' ^^ ^ ^^' ^ 

bracht, und die Länge von 
A bis B sei immer dieselbe, 
so ist die Bedeutung von E 
sehr einfach zu finden. Be- 
zeichnet nämlich dp ein 
Längenelement des Curven- 
vierecks A^A^B^B^A^^ so 


^1 


B. 


Fig. 71. 


giebt das erste Glied in dem Ausdruck E das halbe negative Integral 
von dem Ausdruck 
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erstreckt über die Curve A2B2, und das halbe positive Integral; ersixeckt 
über die Curve A^ B^ , das zweite Glied dagegen das halbe positive 
Integral, erstreckt über ^^j ^21 ^^^ das halbe negative Integral, erstreckt 
über B^B^y die Integrale immer genommen von demselben Ausdruck. 
Folglich wird E gleich dem halben negativen Integral von 

r da dp ^' 

erstreckt über die geschlossene Curve c und über das geschlossene 
Curvenviereck A^A^B^B^Ä^^ d. h. E ist dem Potential des Leiters a 
auf das Curvenviereck entgegengesetzt gleich, also 


-Ä 


o,p} 


wenn p im Index das Viereck bedeutet. Nun ist aber, wie unmittel- 
bar ersichtlich, 


OyP 


/«f. A. /« 


0,«a 


0»»i > 


folglich der Integralstrom 


Ijr \."o, 82 Po, *J ; 


so dass die Formel (8) auch in diesem Falle gilt. 

Stillschweigend haben wir die Voraussetzung gemacht, dass die 
Widerstände der neu hinzugetretenen Theile A^ A2 und B^ B^ gegen den 
Widerstand des ganzen Leiters verschwindend klein seien; wäre dies 
nicht der Fall, so konnten wir nur die Formel (9) für den Differential- 
strom aufstellen 


^ W dt ^'' 


der Integralstrom würde 

(10) / = 

Wir betrachten nun auch 
den zweiten Fall ; wo nicht 
bloss zu den ruhenden, son- 
dern auch zu den bewegten 
Theilen des Leiters neue Ele- 
mente hinzutreten. Der Ein- 
fachheit wegen nehmen wir 
an, es finde das nur an der 
einen Schiene statt; an der 
Gleitstelle A^ während die 
Gleitstelle B auf dem beweg- 
ten Stück ^i? ihre Lage nicht 


'^'fi 


dP 


a,» 


W dt 


dt 
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ändern soll. Wir ziehen die Linie A^a, welche das letzte von den- 
jenigen bewegten Elementen besehreibt, die von Anfang bis zu Ende 
an der Bewegung iheilnehmen. Dagegen bezeichnet qß die Bahn eines 
Elementes; welches erst später in die Bewegung eintritt. Es wird E 
wieder durch die Gleichung bestimmt 

Ol *1 

Jetzt umfasst das erste Glied die folgenden Theile: 

Die Integrale von 4:«-^ rW~F~^^^^' genonunen Über die 

Strecken AiB^ und C1B2, welche für den Augenblick bezeichnet seien 
durch 

^ ci '%r\ ^ dr dr j , , l d 'wr\ i dr dr . , 

- 8 S 2 fäiiä^ '^•^ '^/' + 2 S S 7ä7äF '''"^^' 

Of * Ai 

entsprechend den Elementen ds des bewegten Stücks ^ welche von An- 
fang bis zu Ende an der Bewegung theilnehmen. 

Weiter für jedes Element dSy welches erst später in die Bewe- 
gung eintritt, einen Ausdruck von der Form 


-l[^7%B^'4- 


9 
von dem eingeklammerten Ausdruck soll der Werth für das Ende der 
Bahn ß genommen und davon der Werth für den Anfang q abgezogen 
werden. Fassen wir alle diese Elemente zusammen , so bekommen wir 
einmal das negative Integral erstreckt über die Curve ^2^9 


^ oi ^ ^ dr dr , , 


und dann ein Integral über alle Stellen der ruhenden Schiene von A^ 
bis A2 ; aber unter diesem Integral stehen nicht die Elemente der Linie 
^1^2; sondern die Elemente des bewegten Stückes von A2 bis a, wie 
sie nach und nach in den Leiter eintreten. Wir wollen diese Ele- 
mente für den Augenblick ds^ nennen und das Integral bezeichnen 
durch 

Das zweite Glied von E aber umfasst die beiden Integrale 


und 


1 d V ^ ^^ ^*' w^ w/. 
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wo do^ das erste Wegelement für die Stellen bedeutet, welche zwischen 
i^i and A2 zu dem bewegten Stücke hinzutreten. 
Folglich ergiebt sich 




+^si:i'^l'„ä.äp+ 


9 


+ -,81^T^&'"''.- 


£ "' <"■) ■ 


Endlich ist aber, wenn dp das Element der Linie ^1^2 bedeutet, 
etwa an der Stelle q^ 

weil wir auf dem bewegten Stück dsi in der Richtung von A nach B 
nehmen; folglich wird 

-— ap =s -— ao, — .T- äs* 

dp ^ doi ' dsi > 
und somit das letzte Glied in E gleich dem Integral 

Alle Glieder zusammen geben wieder das Integral von 

2 '^^ r CO cp ^' 

genommen über das Curvenviereck A^A^B^B^DA^^ und damit ist die 
Gleichung (8) auch in diesem Falle als giltig erwiesen; es ist 

und /»^(^a^^-Z^a,,,). 

Wir haben aber noch nicht den allgemeinsten Fall betrachtet, der 
an einer Gleitstelle stattfinden kann; wir haben vorausgesetzt; dass ein 
Gleiten auf ruhender Schiene 


stattfinde; nun kann auch die 
Schiene in Bewegung begrif- 
fen sein. Doch wird dieser 
Fall leicht auf den eben be- 
handelten zurückgeführt 

Wir nehmen das folgende 
Schema an: Das Leiterslück 
AB bewege sich von A^B^ 
nach A^ B^ , während das an- 
dere Leiterstück Ca von C^ A^ 
nach (72^2 gehe. Der geschlos- 




/ A ! 


C€ 


I I 


\ 


£. 


fi 


B 


\B. 


Fig. 78, 


sene Leiter gebt also auB dem Au Fangs zu stand Jiß^HC,^f in den 
Endzustand A^ByB^ßC,C^A^ über, Weun wir nacbweiaen, dass diu 
(jleichuog (8) in diesem Falle gilt, so ist dieselbe für den allgeiuein- 
sten Fall abgeleitet; denn wir werden immer, wie auch der Leiter 
Beine Lage und Form ändern mag, die Bewegung 60 auffassen könaeu, 
dass wir eine endliche Anzahl von Gleitstelleii A haben, und was wir 
von der einen beweisen, das gilt ebenso vou jeder andern. 

Wir kijnnteu wieder die Bedeutung der Doppelintegrale aufsuchen, 
welche in dem Ausdruck Torkommeu, und so den Satz auch in diesem 
Falle ableiten; wir wollen aber anders schliessen und von dem drei- 
fachen Integral ausgehen, welches den Integralstrom darstellt. 

Wir haben 


j=-iJsy:^(rB. 


•i gs Sa/ 80 dt ' 


und wir können in dem vorliegenden Falle aimchmen, es bestehe J 
aus awei Theilen, aus einem ersten, wo die Integration S in Bezug 
auf ds nur über das bewegte Stück AB, und aus einem zweiten, wo 
dieselbe Integration nur über Ca erstreckt wird. Denn für alle Ele- 
mente ds, welche ruhenden Theilen des Leiters angehören, ist -rz 
gleich null. 

Denken wir uns nun das Doppeliutegral 

über den Induceuten o und über das bewegte Stück AB ausgeführt, 
so ist dasselbe eine Function der Zeit; es habe Kur Zeit / den Werth 
A, zur Zeit '4"^» wo i sehr klein sein soll, den Werth A -\- A't; 
dann bedeutet A' den Werth der Abgeleiteten Ton dem Integral nach / 
zu der Zeit /, Wird dagegen das Integral über den Inducenteu und 
über das bewegte Stück Ca erstreckt, so sei der Werth B -|- Jf'^ für 
die Zeit t -{■ t. Da wir beide Mal stätige Functionen der Zeit haben, 
so kann * immer so klein gesetzt werden, dass die Entwicklung nach 
steigenden Potenzen von t und die Vernachlässigung der hühereu Glie- 
der gestattet ist. 

Wir berechnen den Iiltegralstrom , welcher durch die Bewegung 
während der Zeit i, erzeugt wird, und erhalten 

■'-■fr /'(J + « + (-<'+ß')'l ''' 
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wenn wir also höhere Potenzen von r| neben niedrigem yernacbläs' 
sigeU; so wird 

Denselben Wertb erhalten wir aber auch^ wenn wir uns zuerst das 
Stück Aß in der Zeit y aus der Lage A^B^ in die Lage ^2^2 über- 
geführt denken; während das Stück Ca in der Lage C^A^ ruht, und 
dann wieder in der Zeit y das Stück Ca aus der Lage C^ A^ in die 

Lage C^2^2> während das Stück AB in der Lage ^2^2 r^^*'' Wir den- 
ken uns beide Bewegungen ganz ähnlich ^ wie früher , nur mit der 

doppelten Geschwindigkeit ausgeführt, derart, dass nun ^ den dop- 
pelten Werth erhält. Wir haben dann bei Ausführung der ersten Be- 
wegung den Integralstrom 

2 

J^=§f2(A + A^x)dt 
und bei Ausführung der zweiten Bewegung den Integralstrom 


J,=. ^ J2(B + B,r)d^ 


X 

2 


WO die Goefficienten A^ und B^ den in der frühern Formel eingesetz- 
ten Ä und B' nicht noth wendig gleich sind. Denn die Grenzen der 
Integrationen in Bezug auf ds werden verschieden sein, je nachdem 
die beiden Bewegungen gleichzeitig oder nach einander ausgeführt 
werden, und die Unterschiede sind von der Ordnung r. Vernachläs- 
sigen wir aber wieder die Glieder höherer Ordnung, so folgt 

Damit ist bewiesen, dass derselbe Integralstrom erhalten wird, 
wenn wir die Bewegung der beiden Leiterstücke nach einander, statt 
gleichzeitig mit einander ausgeführt annehmen. In dem erstem Fall gilt 
aber der Integralsatz; denn wir haben in beiden Theilbewegungen ein 
Gleiten auf ruhenden Schienen, und für diesen Fall ist der Integral- 
satz bewiesen. Folglich gilt derselbe auch für ein Gleiten auf bewege 
ten Schienen. 

Allerdings ist die Voraussetzung gemacht, dass das Intervall x^ 
sehr klein sei; doch können wir uns von dieser Voraussetzung sofort 
befreien. Wir brauchen nur den Zeitraum der inducirenden Bewegung 
in eine grosse Zahl sehr kleiner Intervalle zu zerlegen. Für jedes 
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dieser lotervalle gilt der Satz; die Summe der hi den eiuzelaen Inter- 
vallen erzeugte» Wirkungen giebt die Gesamnitwirkung; nehmeu wir 
aber die Summe der IntegralstrBme , welche in den einzelnen Inter- 
vallen erzeugt werden, so wird diese durch die Gleichung (8) bestimmt: 

Denn all die Potentiale I'a,,, welche sich auf Formen des Leiters s 
zwischen der Änfangsposttiou .«, und der Endposition % beziehen, heben 
sich aus der Summe fort. Nur die eine Vorauasetzuug ist wesentlich, 
dass der Widerstand W des Leiters ,« während der Bewegung keine 
merkliche Aenderung erleide. Wäre diese VorauBsetzung nicht erfüllt, 
BO würde zunächst nur die Formel (9) für den Differentialatrom gelten, 


D = 




tahl der Verzweigungen zwei ist. 


und daraus die Gleichung (10) für den lutegralstrom folgen, 

§. 105. 
Fall eines vereweigten Leiters. 

Wir haben bisher angenommen, der Leiter bilde einen einfachen 
geschlossenen Umgang. Wie verhält es sich nun, wenn der Leiter 
verzweigt ist? Audi in diesem Fall kann der in den verschiedenen 
Zweigen indueirte Strom mittelst der eben abgeleiteten Formeln be- 
stimmt werden. Um das einzusehen, wird es genügen den folgenden 
einfachen Fall zn behandeln, wo die Au! 

Der Leiter bestehe aus 
dem einfachen geBchlossenen 
Umgang ACBD, femer aus 
einem Leiterstück AB, wel- 
ches aus der Lage A^ B, in 
die andere A-, B^ übergeführt 
werdej dabei kann der Umgang 
ACBD in Ruhe bleiben oder 
gleichfalls bewegt werden, auch 
mit Aendemng seiner Form. 

Um den inducirten Strom zu erhalten, zerlegen wir den Leiter in 
eine Anzahl einfacher Umgänge; die oben abgeleiteten Formeln liefern 
uns die zu jeder Zeit in den verschiedenen einfachen Umgängen indu- 
cirten elektromotorischen Kräfte; aus diesen folgen durch Anwendung 
des Kirchhoft'schen Satzes die Stromstärken. lu einem Falle, wie dem 
vorliegenden, darf nicht angenommen werden, dass die Widerstände 
der einzelnen einfachen Umgänge unverändert bleiben; deshalb können 



T ■■TlM-B-j 



mir t.'cfit ujiEiitu-It/'ar die Irt-egnlf^Tm-e baeduifB, sondern zmiichat 
Bar die DifferetUi-Ätronie. d. h. die Intecrml^noaBe, welc^he durch eine 
tnendTich kleine Beweffuii? cne-i^ werien. 

Wir BeLmen daLer an, « ./^/' 

gehe da« bewegliche Lefterstäck 
au«i der Lage AB iu «Me cnend- 
Irch wenfjr TerschieieDe Laire » * 

A' B' Cber, und l^ftrat-Lwn die * 

l^id*rn eif ifachen Um gai^re ABCA 
i*r*d ABDA. Die^e einf^^chen ^^ - 

L'rogdUge Ipezeichnen wir mit 
$' uni s"; nie audem sich mit 
iler Zeit; /V./ and /^^,,- sind also Fanctionen der ZeiL Femer seider 
liifferentialgtrora in AB D, in ^C-.^ />^^ in BDA A, der Widerstand ?on 
einem jeden der drei Stücke n\ ff',, l#%: die Strome werden in der 
Ilichtang der Pfeiler positiv gerechnet Wir eiiialten die Gleiehangen 

/>=/>, + />,, 

HierauH können wir die Werthe von D ^ D^^ />., berechnen, und durch 
Integration Ober die Zeit / folgen schliesslich die Integralstrome in 
den drei Stucken 

y=/'/), y, = /'/>,, j,=J'd,. 

Nehmen wir an, der geschlossene Umgang ACBDA bleibe in 
liuiie^ die Induction werde also durch Bewegung des Leiterstuckes AB 
vAWxu erzeugt, so haben wir 

dP„ . dP„ .. 

-äv- ^' = -är ^'-^ 

denn beide Werthe sind gleich dem Potential des Inducenten c auf den 
einfachen Umgang AA'ß'BA, der eine unendlich kleine Fläche eiii- 
HchiiesHt, Die Gleichungen geben dann 

/^ = fJ WiWt+W(Wt+Wt) ~~dr ^^ 

^i = u [v^\v;+ W(Wt+\Vt) ~~dt ^^' 

-^ »'|ir,+ H^(H^, + H^,) dt 


g. tOfi. Der iDd>iuiren<k> f^troni ist T 


«igt 


§■ 106. 
Der inducirende Strom ist versweigt. 

Wir müfiseu aiicl uoch den andern wichtigen Fall ius Auge fas- 
sen, wo der Induceut verzweigt ist; für diesen Fall ist das Potential 
des Induceiiten auf den Leiter s, welchen letztem wir unverzweigt 
annehmen, zu definiren. Wir haben frtilier gezeigt, dasa ein verzweig- 
ter Strom immer als eine Summe von einfaclien Strömen kann auf- 
gefasst werden; dann besteht der jetzt zu betracbtende Fall einfach 
darin, dass statt eines einzigen eine grössere Zahl von einfachen ge- 
schlossenen Strömen inducirend wirken, und die Gesammtwirkuug ist 
die Summe der einzelnen Wirkungen; wir können auch sagen: das 
Potential des Stromes auf den Leiter s ist gleich der Summe von den 
Potentialen der einzelnen einfachen Ströme auf denselben Leiter s. 

Wir betrachten den be- „ ^. 

stimmten Fall, welcher durch ^ - -"F ~ u^ 

die Figur 76 angedeutet ist. / 

Die drei einfachen Um- j ^^ 
günge sind aßS«, cßyi^«, "^^y" p 

iißyäf^a- derSitz der elek- \ 1 

fromotorischen Kraft liege ^- -,___] „ __ 

in a, und diese Kraft sei • ' •■ 

gleich A'; endlich sollen die ^'''' '*■ 

Widerstände in den Stücken die in der Figur angegebenen Werthe 
haben: k, u,, u,, u«,, w,, w.^. Dann gelten für die Stromstärken 
j'iij-itjj in den drei einfachen Umgängen die Gleichungen: 

U, +J, +J,) « + U +a) (", + «0 +>,», - *•, 

(j, +A +J,) « + (j, +y.) (", + «,)+j,'', - K, 

oder 

>,(" + «',) + h« + >:,» -4-, 

i, " + ./, (" + «, + ", + »,) + i, (« + », + ".) - *•, 

h « + >■ (« + ", + ",) + y. (" + «L + ", + ».) - *■• 

Die Determinante aus den (Joefficienten von y, , j^, j\ in den drei 
(jleichuDgen ist symmetrisch; daraus folgt, dass diese Gleichungen 
aussagen, ein gewisser Ausdruck sei ein Maximum oder Minimum; 
rann kann eine solche Bedingung aufstellen, welche die Gleichungen 
für die Stromstärken liefert. Hier machen wir nur beiläufig darauf 
aufmerksam. Wenn die betreffende Determinante nicht verschwindet, 
— und das ist nach ihrer Form nicht möglich , — so erhalten wir drei 
bestimmte Werthe für j,, j.^, /,; die Formeln brauchen wir nicht auf- 
zustellen. Es wirken also drei Ströme in den drei einfachen Umgängen, 
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welche darch a', ff", a'" bezeichne.t seien, inducirend auf den Leiter s, 
und der Integralstrom , welcher durch alle drei Ströme in dem Leiter s 
inducirt wird, ergiebt sich als Summe der drei Integralstrome 

^ = # iP«:^ - Pa\.,) + # (^.r".^- Pa;'.,) + f (/>.-.^ - Pa-,.,)- 

Von dieser Formel ausgehend können wir den Begriff von dem Po- 
tential eines Stromes auf einen Leiter verallgemeinern. Wir haben bisher 
das Potential des einfachen geschlossenen Leiters a auf den Leiter s 
defiuirt; indem wir beide Leiter uns von dem Strome eins durchflössen 
dachten; hienach war 

Wir wollen nun den Ausdruck j Pa, $ das Potential des Stromes j in 
dem Leiter a auf den Leiter s nennen, so dass bloss in dem letz- 
tern Leiter ein Strom von der Stärke eins angenommen wird; und 
dieses Potential des Stromes auf den Leiter mit Qa,» bezeichnen. 
Dann ist 

immer vorausgesetzt , dass die beiden Leiter unverzweigt seien. In dem 
eben betrachteten Fall von drei einfachen Umgängen ist das Potential 
des ganzen verzweigten inducirenden Stromes auf den Leiter s gleich 
der Summe von den Potentialen der drei einfachen Ströme y, , j\ , ^3 
auf denselben Leiter s, also 

und die Summe von drei Gliedern kann durch das Doppelintegral aus- 
gedrückt werden 

wenn die Integration in Bezug auf da über alle Elemente da des ver- 
zweigten Leiters erstreckt wird, jedes Element mit derjenigen Strom- 
stärke j multiplicirt; welche dem betreffenden Theile des verzweigten 
Stromes entspricht. Dann wird der Integralstrom auch jetzt durch 
die einfache Formel bestimmt 

(11) •^=TfF{(?a,^-(>.,..}, 

welche Formel in all den Fällen gilt, wo der luducent ruht und der 
un verzweigte Leiter .v eine beliebige Aenderung in Bezug auf Lage 
und Form erhält. 

Damit ist der Fall, wo der Leiter bewegt wird, ganz allgemein 
behandelt. 
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§. 107. 
Der Induoent ist in Bewegung, während der Leiter ruht. 

Der zweite Hauptfall, wo der Leiter ruht, dagegen der Inducent 
beliebig bewegt wird, kann auf den ersten zurückgeführt werden. 

Das Element da bewege sich in der Richtung d(o mit der Ge- 
schwindigkeit ^, und die Richtung Jw bilde mit der Verbindungs- 
linie r von de und ds den Winkel ?. Dann bleibt die relative Be- 
wegung von da und ds dieselbe, wenn wir da ruheu; dagegen ds in 

der Richtung e/w sich mit der Geschwindigkeit — -~ bewegen lassen. 

Durch diese letztere Bewegung wird aber, wie wir oben gesehen haben^ 
in dem Leiterelement ds die elektromotorische Kraft inducirt (nach 
Gl. 3, S. 274) 

+ Bj -i [r 5-^ IT ö- Q- ) cos ? j-r da ds. 

' '^ r* \ dsoo 2 ds dof dt 

Nehmen wir nun an, dass die Elementarwirkung allein durch die re- 
lative Bewegung der Elemente gegen einander bedingt werde, so gilt 
der Werth auch für den erstem Fall, wo ds ruht und da bewegt wird, 
und daraus folgt für die ganze durch Bewegung des Inducenten a in 
dem Leiter s induckte elektromotorische Kraft der Werth 

Ferner ist jetzt 

weil da bewegt wird und die Richtung r von da nach ds soll genom- 
men werden. Folglich erhalten wir die zur Zeit t inducirte elektro- 
motorische Kraft 

v . o V W c^*r \ dr dr\ dr dm ,^ , 

^ Kj ^d |4 y dsdo 2 ds do) do) dt ' 

hieraus den Differentialstrom 

n »i n X7I 1 / ^•»' 1 dr dr\ dr , , , 

und endlich den Integralstrom 

Wj >^ ^iJ r* V dsdo 2 ds öo/ da» ' 

so dass in den Gleichungen (3), (4) und (5) nur das eine Wegelement 
do durch das andere d(o zu ersetzen ist. 

Das dreifache Integral, welches in dem Werth von J vorkommt, 
kann nun gerade so umgeformt werden ^ wie das früher betrachtete. 
Wir finden so: 

Menmann, Vorlesongea aber elektr. Ströme. 19 


290 VIII. Kapitel. Die inducirten Ströme. 

/— Äl/2[iEli>«^"-ss[IEEh''»+/4^sl£>- 

«1 »1 Ol 

und das erste Glied fallt fort, weil der Leiter 5 in Ruhe bleiben soll. 
Wird ferner der Inducent a bewegt, ohne dass Elemente ein- oder 
austreten, so verschwindet auch das letzte Olied; endlich ist 


•1 


2 ^^ ^^ r da 08 


gleich dem Potential des Leiters a auf den Leiter s. Polglich wird in 
diesem Falle 




WO die Zeichen a^ , a^ in den Indices von P den einfachen geschlosse- 
nen Umgang des Inducenten am Anfang und am Ende der Bewegung 
bezeichnen. 

Werden einzelne Stücke des Stromes bewegt, etwa mit Gleitstellen, 
so führt eine ganz ähnliche Betrachtung, wie die oben angestellte, zu 
derselben Endformel; der Integralstrom wird immer gleich dem Pro- 

duct von ^ in den Unterschied der Potentiale P^,,, und /^a,,«. Hiebei 

ist aber die Voraussetzung gemacht, dass die Stromstarke j im Indu- 
centen unverändert bleibe. 

Wenn der Leiter s verzweigt ist, so muss der Satz auf jeden ein- 
zelnen einfachen Umgang zur Anwendung gebracht werden. Ist da- 
gegen der Inducent. verzweigt, so kann derselbe als ein System von 
einfachen Strömen betrachtet werden; wir bringen wieder den Satz 
unmittelbar zur Anwendung, indem wir das verallgemeinerte Potential 
Qa^a des Stromes a auf den Leiter s einführen. Doch muss hier be- 
sonders beachtet werden, dass bei Ableitung des Satzes angenommen 
ist, die Stromstärke des Inducenten bleibe unverändert; diese Bedingung 
muss nun erfüllt sein in Bezug auf jeden einfachen Umgang des Indu- 
centen, also auch in Bezug auf jedes einzelne Stück des inducirenden 
Stromes. 

§. 108. 

Die Leiterelemente und die Stromelemente sind gleichzeitig 

in Bewegung. 

Auch der dritte Hauptfall, wo die Leiterelemente und die Strom- 
elemente gleichzeitig bewegt werden, kann auf den ersten und zweiten^ 
also auf den ersten zurückgeführt werden. 

Wir nehmen an, dass dieselbe elektromotorische Kraft durch Be- 
wegung des Elementes ds gegen das Element da in dem erstem Ele- 
ment inducirt werde , möge nun das letztere Element ruhen oder nicht, 
und ebenso, dass dieselbe elektromotorische Kraft durch Bewegung 
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von da gegen äs in ds inducirt werde^ möge nun ds ruhen oder auch 
bewegt werden, m. a. W. während jedes Zeitelementes dt soll bei 
gleichzeitiger Bewegung beider Leiter in dem Leiterelement ds eine 
elektromotorische Kraft inducirt werden , welche der Summe der beiden 
Kräfte gleich ist, die aus der Bewegung eines jeden von beiden Leitern 
allein entspringen. Wir erhalten dann für den Integralstrom den Werth 

wo zur Abkürzung gesetzt, ist 

R 1 / d*r 1 dr dr\ dr 

^'^ r* \ dsdo 2 08 da) do' 

r* y'dsda 2 ds da) dm ' 
Wir zeigen, dass die Summe der beiden dreifachen Integrale durch die 
Differenz von den Werthen zweier Doppelintegrale kann ausgedrückt 
werden. 

Zu diesem Ende denken wir uns die Integrationen in Bezug auf 
dö und ds ausgeführt für die beliebige Zeit /; die negativen Doppel- 
integrale S2 sind dann Functionen der Zeit; ihre Werthe seien A und 
B für die Zeit /; bedeuten ferner A' und B' die Abgeleiteten nach der 
Zeit, so haben wir zur Zeit / + r 

vorausgesetzt, es sei r so klein, dass wir höhere Potenzen, von t^ an, 
vernachlässigen können. Daraus folgt für den Integralstrom, welcher 
durch die Bewegung während der Zeit r, von /bis / + ^i erzeugt wird, 
der Werth 

7 = ^* [ / (^ + A'v) dx +J{B + B'r) dr], 

oder J = ^{A+B)x,, 

bei Vernachlässigung von Tj^. 

Wir wollen nun annehmen, dass zuerst die Leiterelemente allein 
bewegt werden, mit doppelter Geschwindigkeit, sonst ganz ebenso wie 

früher; der Leiter gelangt dann während der Zeit ~ von der Anfangs- 

in die Endposition, und der durch die Bewegung erzeugte Integral- 
strom wird durch einen Ausdruck bestimmt von der Form 




u 

19 
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wo A denselben Werth hat, wie in der obigen Formel, A^ aber von A' 
verschieden sein kann. Vernachlässigen wir wieder t,*'^, so folgt 

«/ — -^ -^ * 1 • 

Zweitens soll der Inducent, wieder in der Zeit y, aus der Anfangs- 

in die Endposition gebracht werden, während der Leiter s ruht, und 
das geschehe wieder durch eine Bewegung mit der doppelten Geschwin- 
digkeit, wie früher. Wir erhalten dann den zweiten Integralstrom 


y"= -^ J2 {B +B,.)d 


H 


wo B denselben Werth haben muss, wie oben, während B^ von B' 
verschieden ist. Bei derselben Vernachlässigung wird 

j ^ -" *i • 

Hieraus folgt J' + J" = 7; 

wir erhalten denselben Integralstrom, mögen die beiden Bewegungen 
gleichzeitig oder nach einander ausgeführt werden. 

Geschieht aber das Letztere, so haben wir den ersten und den 
zweiten Hauptfall, und wenn wieder 5|, $2, <?!, <>2 ^^^ Anfangs- und 
Endpositionen der beiden Leiter bezeichnen, so ist 

7' =*•?//> — P ^ 

Folglich wird 

J — -^- (P. — P ) 

Dieses Resultat ist unter der Annahme erhalten, dass die indu- 
cirende Bewegung ausserordentlich schnell geschehe; dieselbe darf nur 
eine Zeit r^ in Anspruch nehmen, deren Quadrat verschwindend klein 
ist. Allein diese Voraussetzung ist nicht wesentlich; wir brauchen 
nicht unmittelbar die Bewegung in dem ganzen Zeitraum zu betrach- 
ten; sondern wir können diesen Zeitraum in beliebig viele Theile zer- 
legen und vorerst nur ein solches Element behandeln. Dies kommt 
darauf hinaus, nicht unmittelbar den Integralstrom, sondern zunächst 
den Differentialstrom zu berechnen, und wir finden dann auf dem 
Wege, den wir eingeschlagen haben, auch bei gleichzeitiger Bewegung 
von Inducent und Leiter die Gleichung (9): 

j) = /i ^lz± at 

" W dt "^' 
und endlich durch Integration nach der Zeit die Gleichung (10): 
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-li 


"'' di. 


W dt 

Diese Gleichung giebt auch für den Fall, wo j und W sich mit 
der Zeit ändern, einen bestimmten Werth für J, Allein der Integral- 
strom wird in diesem Fall nur den angegebenen Werth besitzen, wenn 
eine Aenderuug der Stromstärke im Inducenten ebensowenig eine in- 
ducirende Wirkung ausübt, wie es eine Aenderung iu dem Wider- 
stände W des Leiters für sich allein thut. 

§. 109. 
Induotion durch Intensitätsänderung. 

Wir wissen jedoch aus der Erfahrung, dass eine blosse Aenderung 
der Stromstärke im Inducenten eine inducirende Wirkung ausübt. Dem 
müssen wir noch Rechnung tragen. Und wenn schon die bis jetzt zur 
Anwendung gebrachten Principien diesen Fall nicht umfassen, so 
können wir doch, allerdings durch eine nicht vollkommen strenge 
Schlussfolgerung, aus dem Vorhergehenden die Induction in diesem 
Falle ableiten. 

Wir haben angenommen, dass die durch Bewegung inducirte 
elektromotorische Kraft allein abhänge von der Aenderung in der 
elektrodynamischen Wirkung auf den von dem Strome 1 durchflossenen 
Leiter, und sind von diesem Grundsatze aus zu Folgerungen gelangt, 
welche mit der Erfahrung in Einklang stehen, namentlich zu dem 
Satze, dass der inducirte Integralstrom unabhängig sei von der Art, 
wie die Aenderung in der elektrodynamischen Wirkung zu Stande 
komme. Bringen wir einen Strom a aus sehr grosser Entfernung iu 
die Nähe des geschlossenen Leiters 5, so ist der lutegralstrom 

(12) 7= -^j^ />,.., 

WO Pa^i das Potential der beiden Leiter auf einander in der Endposi- 
tion bezeichnet; denn für die Anfangsposition ist dieses Potential 
gleich null. 

Nun ist aber die Aenderung in der elektrodynamischen Wirkung 
genau dieselbe, wenn wir nicht den vorhandenen Strom a aus grosser 
Entfernung neben den Leiter s bringen, sondern in dem Leiter a, der 
in der Endlage neben s liegt, den Strom j plötzlich entstehen lassen. 
Auf die letztere Weise muss also derselbe Strom inducirt werden , und 
die Formel (12) gilt auch für diesen Fall. 

Weiter folgt sehr einfach die allgemeine Formel für jede Inten- 
sitätsänderung. Nehmen wir an, es sei in dem Inducenten der Strom y 
vorhanden, und plötzlich werde die Stromstärke in ^j verwandelt, so 
haben wir dasselbe, wie wenn zu dem vorhandenen Strom j ein zweiter 
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in einem gleich geformten Leiter fliessender von der Stärke j^ — j aus 
unendlich grosser Entfernung hinzugefügt würde; folglich ist der lute- 
gralstrom in diesem Falle 

•^ = ip^ Ol J) ^O,») 

und wenn die Aenderung in der Stromstarke unendlich klein ist, gleich 
dj\ so erhalten wir durch diese Aenderung einen unendlich kleinen 
Integralstrom; d. h. den Differentialstrom 

(13) />= ^Pa,sdj. 

Wir betrachten endlich den Fall; dass Orts- und Intensitatsver- 
änderungen gleichzeitig stattfinden. Dann werden während eines Zeit- 
elementes di der Leiter und der Inducent eine Ortsveränderung und 
der iuducirende ' Strom eine Intensitätsveränderung erleiden; in dem 
Leiter s aber wird durch die erstere Ursache die elektromotorische 
Kraft inducirt 

^^ dt > 
und durch die letztere 

folglich wird die ganze zur Zeit / in dem Leiter s inducirte elektro- 
motorische Kraft 

04) ^_.1:£|^ _/_%., 

hieraus folgt der Differentialstrom 

n ^ * ^■■^'^^>* dt--!- ^^ di 
wenn der Widerstand des Leiters fV ist, und endlich der Integralstrom 

der Integralstrom ist gleich dem Product von -^ in den 

Unterschied von den Potentialen des inducirenden Stro- 
mes auf den Leiter am Ende und am Anfang. Hiebei ist an- 
genommen, dass in dem Leiter ein Strom von der Stärke eins fliesse, 
während die Stromstärke im luducenten am Anfang und am Ende die 
gegebenen Werthe haben soll. 

Dies ist das allgemeine Princip der Induction. Vorausgesetzt ist 
nur; dass der Widerstand W des Leiters sich nicht merklich ändere. 

§. 110. 

Bemerkung über den Eztraourrent. 

An die zuletzt durchgeführte Untersuchung würde sich eine Be- 
trachtung des Extracurrent am Geeignetsten anschliessen ; doch 
können wir dies hier nur ganz kurz andeuten. 


W 


§. 110. Bemerkungen über den Extaracurrent. 295 

Wir betrachten den Extracurrent^ der in dem Moment entsteht, 
wo die Kette geöffnet wird; die Stromstärke verwandelt sich dann von 
J inO, so dass die Aenderung — j beträgt; dadurch wird in dem Leiter a 
des Stromes selbst der Integralstrom erzeugt^. 

wo tv den Widerstand des geschlossenen Leiters tf, Pa,a aber das Poten- 
tial dieses Leiters auf sich selbst bedeutet. 

Wir haben in der Uebersicht über die Iiiductionserscheinungen 
(S. 262) ein Mittel angegeben, um einen solchen Extracurrent zu messen ; 
am Besten beobachtet mau den Ausschlag der Nadel im Differential- 
multiplicator; daraus kann der Werth von J berechnet werden. 

Beim Schliessen der Kette bewirkt der Extracurrent, dass der Strom 
nicht gleich mit voller Kraft eintritt. Die Gegenwirkung ist merk- 
lich, so dass man Messungen über das Wachsen der Stromstärke an- 
stellen kann. Uelmholtz hat dies in einer hübschen Abhandlung, 
Pügg. Ann. 83, weiter entwickelt. 


C. Webers allgemeines elektrisches Grundgesetz. 

§.111. 

Ableitung des Amperesohen Oesetzes aus dem 
Webersohen Orundgesetz. 

Wilhelm Weber*) hat ein allgemeines Grundgesetz aufgestellt, 
nach welchem elektrische Massen auf einander wirken sollen^ mögen 
dieselben sich in Ruhe befinden oder in Bewegung begriffen sein. 

Die beiden elektrischen Massen seien e und rj] befinden sich die- 
selben in Ruhe, und beträgt ihre Entfernung r, so üben sie auf ein- 
ander die bewegende Kraft 

feji 

in der Richtung der Verbindungslinie aus. /* bedeutet eine Constante. 
Wir können diese Constante immer gleich 1 setzen, indem wir die 
Einheiten von e uud rj dem entsprechend festsetzen. Es findet Ab- 
stossung oder Anziehung statt, je nachdem die Massen e und ri gleich- 


*) Wilhelm Weber: Elektrodynamische Maassbestimmungen. 
(Erste Abhandlung, insbesondere über ein allgemeines G-rundgesetz 
der elektrischen Wirkungen.) Abhandlungen bei Begründung der k. säab«. 
Ges. der Wissenschaften. 1846. — Zweite Abhandlung, insbesondere 
Widerstandsmessungen. Abschnitt VI. Abhandlungen der k. sächs. Ges. d* 
W., I, 1862. 
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namig oder ungleichnamig sind. Demnach \?ird in der Richtung der 
Verbindungslinie r die Kraft ausgeübt 

ei? 

positiv gerechnet^ wenn sie die Entfernung r zu vergrösseru strebt. 

Dieses elektrostatische Gesetz kann auf elektrodynamische 
Erscheinungen keine Anwendung finden, so lange wir an der Ansicht 
festhalten, dass bei jeder elektrischen Strömung durch einen Quer- 
schnitt ebensoviel positive Elektricitat in der einen , wie negative 
Elektricität in der entgegengesetzten Richtung hindurchstromt; denn 
wir erhielten keine Wirkung zwischen Stromelementen, weil dieselben 
ebensoviel positive, wie negative Elektricität enthalten sollen. Weber 
hat hieraus geschlossen , dass das Gesetz für die Wirkung der Elektri- 
cität einer Ergänzung bedürfe, welche wesentlich von der Bewegung 
der Theilchen gegen einander, nämlich von der relativen Geschwin- 
digkeit und von der relativen Beschleunigung der Theilchen 
abhänge, und zwar fand er für die Wirkung den folgenden Ausdruck: 

wo c eine Constante bedeutet. Die Einheiten von e und ^ sind so be- 
stimmt angenommen, dass für den Fall der Ruhe, wo -r-, und ^y, 

null sind , das oben genannte elektrostatische Gesetz mit / = 1 gilt. 

Die Giltigkeit des Gesetzes kann nur an der Erfahrung geprüft 
werden. Der Erfolg ist sehr glänzend. Einmal folgt aus dem Gesetz 
sehr einfach das Amperesche Gesetz für die Wirkung zwischen 
Stromelementen, dann aber auch das allgemeine Inductionsgesetz, 
wie wir dasselbe aufgestellt haben. Wohl schwerlich wird dieses 
Web er sehe Gesetz das letzte und einfachste sein, auf welches die Er- 
scheinungen können zurückgeführt* werden; es bleibt ein grosses 
Problem, das Gesetz aus der Bewegung abzuleiten. 

Das Amperesche Gesetz folgt sehr einfach aus dem Web ersehen. 
Wir betrachten zunächst zwei besondere Fälle. 

Die beiden Stromelemeute sollen in einer Geraden liegen. Die 
Elemente seien äs und rf<?, ihre Entfernung r, die positiven Elektri- 
citäten, welche in den Längeneinheiten der beiden Ströme fliessen, e 
und 7?, die Geschwindigkeiten derselben u und Wj. Bezeichnen wir die 
Entfernungen der Theilchen -\^eds und + ^d'a mit (+ ^> + »?)? welche 
vier Entfernungen wir wegen ihrer ungleichen Abgeleiteten nach der 
Zeit unterscheiden müssen, so ist 

ds^ _<^g ^ 

Flg. 77. 
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(+^, + ^) = ^ + (Wi - w)^ 
(+ ^, — ^) = ^ — (wi + w)^ 
(— ^, + »y) = r+ (Wt + «)^ 
(— ^, — 1?) = r — (w, — w) ^ 

Hieraus ergeben sich z^rischeii den vier Elektricitateu die vier Wir- 
kungen: 


;f_.._„= «-aji_^(„, _„).j. 


«»-»/ ^, 


Nach Weber werden diese Kräfte, welche zunächst die elektrischen 
Flüssigkeiten angreifen, auf die ponderabeln Träger übertragen ^ und 
die Kraft, womit die beiden Stromeleraente auf einander wirken, ist 
gleich der Summe der vier Wirkungen: 

Wir betrachten zweitens den Fall, wo die beiden Elemente auf 
ihrer Verbindungslinie senkrecht stehen und einander parallel sind. 

, ^ Wir haben hier 

\ d^ {+e, + riy = r^ + (w, ~ u)^ t\' 

i ^^e,-fiy^r^ + {u,-uyfl. 

I Folglich ist die relative Geschwindigkeit in allen vier Fällen 

j gleich null, ^ = O5 dagegen hat nun die relative Be- 

! ^ ^ schleunigUDg ^^ einen von null verschiedenen Werth, und 


/ Flg. 78. jjg Summe der vier Wirkungen ist: 

Wir vergleichen die Werthe von PF' und W" mit denen, welche 
aus dem Am pereschen Gesetz für die Wirkung folgen. Nach Am- 
pere findet im erstem Fall Abstossung, im letztern Anziehung statt; 
damit steht das positive Vorzeichen von fV' und das negative von ^r" 
in Einklang. Ferner siul^ die Stromstärken j in ds und j^ in da den 
Bewegungsgrössen eu und r|U^ proportional. Da endlich die Wirkungen 
nach Ampere sind: 


w^—-^"^ 

(^r* 


ds da. 
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j^, _ jjjdsda , IT" — — JJtJ^^^ 

rr 2^ uuu rr r« ' 

erhalten wi\x völlige Uebereinstimmung, wenn wir setzen: 

Wir berechnen nun für den allgemeinen Fall die Wirkung zweier 
Stromelemente auf einander nach dem Weber sehen Gesetz. Die Wir- 
kung zwischen den beiden Elektricitäten ed$ und r\da ist 

»■..,-?jl-i[C-^")'-2^^."]|<"^.. 

Folglich wird die Gesammtwirkung 

ildje. W_ /^(i. ~ ^)V_ /d(-g>^)V I /d( -e,-»?) V 
\ "ir ) \ ät ) \ dt ) "^X dt ) 

L dt« ~ dt« d<« ">" dt* J , 

Bezeichnen wir aber mit ds und da die positiven Richtungen der 
Strömung in den beiden Elementen, so haben wir 

d^e.ji) dr da . dr da 

dt "^ da dt "^ do dt ' 

d( g, — rj) dr ds dr da 

~dt da dt da'di^ 

d (— e,7j) dr da , dr da 

"dt da dt "^ da dt ' 

di—ej — rj) dr da dr da ^ 

dt da dt da dt 

Folglich wird der erste Ausdruck in der Klammer 

^dr dr da da 
d'a de Ttdi' 

Wir erhalten weiter 

d^{e, rj) _ d^ (ilVM 9 ^'^ ^ 4? »L ?*r /1?V , dr d^s . dr d'a 
dt* ~ d^\dt) "^ dada dt dt"^ da^ \dt) "^ da rft« "*" da dt^^ 

und die drei andern Ausdrücke, indem wir die Vorzeichen von 

da j d^a j da j d^a ji. i j ' r% » 

-n und v-Ti. dann von 37 und ,— ,, endhch von den vier Grossen zu- 

dt dt^' dt at*^ 

sammen umkehren ; somit folgt als Werth des Ausdrucks in der zweiten 

Klammer 

Ja'dä dt Jt' 
Die Wirkung der beiden Stromelemente auf einander ist also nach 
dem Web er sehen Gesetz 

/ov ^ Ißerjdada / d^r I_ ^ ^^\ ^ ^ 

^^ ^'^ c*f*~~ V dada 2 da da) dt dt' 

Setzen wir aber nach (2) 
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. 4« d8 4^ dir 

SO ergiebt sich 

r^ _ jjjdsda / _^ _ 1 ^ ?!:\ 
~ r« \ dsda 2 a« aa/' 

und dies ist der analytische Ausdruck des Amp er eschen Gesetzes 

(vgl. S. 102). 

§. 112. 
Ableitung des Induotionsgesetzes aus dem Weberschen Orundgesets. 

Wir suchen nun auch das Inductionsgesetz aus dem Weber- 
schen Gesetz abzuleiten. 

Es werde ein Strom bewegt in der Nähe eines geschlossenen 
Leiters; welcher ebeüfalls in Bewegung begriffen sei. Wir berechnen 
die Wirkungen, welche die Elektricitäten des Stromes auf die elektri- 
schen Theilchen -f- eds und — eds in dem Leiterelement ds ausüben. 
Sind diese Kräfte nicht gleich und gleich gerichtet; so streben sie eiue 
relative Bewegung der Theilchen gegen einander an, und zwar ist die 
Scheidungskraft gleich der Differenz der Wirkungen auf die elektri- 
schen Theilchen '\- eds und — eds. Aber eine Bewegung der Elek- 
tricität kann nur in der Richtung des Leiters stattfinden , und in Folge 
davon kommen nur die Componenten der Wirkungen nach der Rich- 
tung des Leiterelementes in Betracht. So erhalten wir, bei Benutzung 
der oben eingeführten Bezeichnung , für die durch das Stromelement do 
in dem Leiterelement ds inducirte elektromotorische Kraft den Ausdruck : 

Nun ist 

C08{r,ds)= ^, 

und durch Einsetzen der Werthe von ^±e,±ri erhält der Ausdruck 
die Form: 


eridsda 


(d{e^ri)Y __ (d{e,^ri)Y , (d(-e,fi)Y /d{-e-ri)\ 
\ dt ) \ dt ) "^y dt ) \ dt ) 

"^^l dt^ dt* "• ' dt^ dt' J 


ds 


Wir wollen gleich annehmen; der Inducent und der Leiter seien 
in Bewegung, und in beiden fliesse ein elektrischer Strom von verän- 
derlicher Starke; wir werden dann finden, dass der Strom in dem 
Leiter s ohne Einfiuss auf die Induction in diesem Leiter selbst ist. 
Wir haben 

d{e,n) ^ ds^ \(^^ da _.dr do . dr djo 

dl ~ ds 'dÜ "^ da 'dt'^ dö dt '^ dm dt ' 

wo, gerade wie oben, do und dto die Bewegungen des Leiterelementes 
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ds und des Stromelementes d<s bedeuten. Wir erhalten femer die 
Werthe von 

d(ey—rj) d(-e,rj) dj—e^—rj) 

dt ' dt ' dt ' 

indem wir statt ^r — ^n dann statt ~j^ — ^t, endlich statt beider 

dt dt^ dt dt^ 

Werthe die entgegengesetzten schreiben. Demnach wird das erste 
Glied unter der Klammer gleich 

da dt \do dt ■» d(o dt) ' 

Durch weitere Differentiation ergiebt sich: 

d^(e,rj) __ f a'r ds . d*r da , a«r do , d^r dm) ds 
dt* ~ \ d^ dt "*" a»a<T dt "*" dsdo dt ■» dsdto dt ] dt ^ 

"1" i ^sav de •" acf« de" "i a^ao de" ■» a^aai de j de 

, f a«r ds^ , g'r d tf , g'r do , g'r do ) do 

"• \dsdo dt ■» a<Tao dt ■» ao« de ■» aoaco de ) de 


+{ 


d^r ds , a'r d<y , d'r do , a»r dm ] dm 

\ 3T"^xr A* I p/i 2« /i* "t" 


a»aoj de ^ a^a« de • aoa«» de ^ aw« de j de 

, dr d*8 , ar d'g . dr d'o , ar d'ca 

"T" a« de« •" a<T de« "*■ do dt* ■» a« de« ' 

Hieraus folgen die Werthe der drei andern Beschleunignugen, iodem 

■t' \T ' 1 ' 1 ds 1 d*s j dtf 1 d«tf 

wir die Vorzeichen einmal von , . und ^- j , dann von ^ und -^, , 

endlich von allen vier Grössen umkehren. Folglich wird der Ausdruck 
imter der zweiten Klammer 

Q d*r da do . Q d*r da^ dm \ a dr d«^ ^ 
^ 'dVdö Tt'dt'^ Wd^ ~di dt "^ da de«' 

alle andern Glieder heben sich fort. Demnach erhalten wir für die 
in dem Leiterelement äs durch da» Stromelement da inducirte elektro- 
motorische Kraft den Werth: 

(4) i? ^ ^ l^eridsda ^^ 

v^/ £* ds da = v-¥ — X 

1 c«r« 

d'r 



^ dad 


}_dr dr\ do , / J^r ]_ ^ ll\ ^1 ^.f ?ü -L 

ö 2 da do) dt ■»■ V dadm 2 da dm) dt j dt cs'^i 


-L. -L ^ ^ ^1 
"^ Y ^Jä~ds dt* 

Ist nun j die Stromstärke des Inducenten, so haben wir nach den 
Gleichungen (2) 

. Atj da dj 4 17 d«tf ^ 


J = 


dt^ dt c dt* 


folglich wird die inducirte elektromotorische Kraft Ei, bezogen auf die 
Längeneinheit des Inducenten und des Leiters, 
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rp,\ p —ii\(r ^^^ L^ ^\ ^^ j- (r ^'^ _i.?r^j:\!i^i?r-L 

yp) iSj — r« l V dado 2 da do) dt "• V dodto 2 da dto) dt]d8'^ 

J- ± ^' ± ?I ?! 
'^ 2 ^ dt r da ds' 

wo gesetzt ist 

_ tf 
c 

Wir sehen ; dass A", von der Strömung in dem Leiters unabhängig ist. 

§. 113. 
Untersuchung der Uebereinstünmung mit dem früher 

gefundenen PotentialBatz. 

Wir müssen schliesslich noch untersuchen , ob die aus diesem Ele- 
mentargesetz für die inducirte elektromotorische Kraft folgenden Resul- 
tate mit dem übereinstimmen, was wir früher direct aus der Erfahrung 
abgeleitet haben. 

Bei Benutzung der oben gebrauchten Zeichen ist die in dem ganzen 
Leiter s zur Zeit / inducirte elektromotorische Kraft 

und demnach der Differentialstrom 

/> = ^^* = ^'-, SEE^ d6 ds dt, 

wo W den Widerstand des geschlossenen Leiters s bedeutet. 

Wir nehmen zuerst an, der Leiter sowohl , wie der Inducent seien 
in Ruhe, und die Induction rühre bloss von der Aenderung der Strom- 
stärke y her; dann wird 


folglich 


Nun ist aber 


F -^ ± p ^ ± 1^ ?r 

^* ~ 2 dt r da ds' 


und demnach wird 

(6) D=^ Pa,. dj, 

ein Resultat^ das mit der S. 294 aufgestellten Gleichung (13) völlig 
übereinstimmt. 

So weit stehen also die Folgerungen aus dem Weber sehen Gesetz 
in Einklang mit der Erfahrung, und wir brauchen die durch Intensi- 
iA^A^denmg erzeugte Induction nicht mehr zu betrachten; wir setzen 

"•■ 0. 


>^ - 
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Ferner werde zunächst bloss der Leiter s bewegt; es sei also auch 

-^ = . Dann wird 
dt 

^= 4 S S -V (rÄi - -V f- ^1 ?- dodads. 
und daraus folgt der Integralstroni 

(7) / = 4 r S 2 ^ ('• ^'fk - 1 f- ^^) - <'<' ft' 10- 

^ ^ WJ^^^^T^\()Gdo 2 da CO) CS 

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit dem S. 274 abgeleiteten Aus- 
druck (5), 80 haben wir einmal das entgegengesetzte Vorzeichen; und 
dann sind das Leiterelement ds und das Wegelement do mit einander 
vertauscht; S. 275 aber ist gefunden , dass der Werth derselbe ist; 
denn die Bedingung^ dass der Inducent ruhe und geschlossen sei, ist 
erfüllt. Mithin stimmt auch in diesem Falle der aus dem Web ersehen 
Gesetz abgeleitete Werth mit der Erfahrung überein. 

Anders verhält es sich aber, wenn wir den Strom in Bewegung 
annehmen. Der Einfachheit wegen sei nun do = 0, und dann folgt 
der Integralstrom 

(8) •^.= 4rSS-W'-Tr -L^^^^^\^r , 

^ ^ ' W J »^ ^-J r* \ dodfo 2 CO coi) CS 

Wir können (vergl. S. 275 flf.) das dreifache Integral durch ein 
Aggregat von Doppelintegralen ausdrücken, und zwar erhalten wir, da 
der Leiter s ruht und geschlossen ist. 


J S i r»(^ dacoi 2 


ö~ o" I ~ ^^ ds CTO) = 

d<f d(o) CS 

Ol CO, 


Ol (tf, 

folglich wird 

W| Ox 

Dagegen haben wir oben gefunden (S. 289), dass, wenn der Leiter 
ruht und der Inducent bewegt wird, der Integralstrom den Werth erhält 

^ = - li^/S S Vi ('•äSi - k Ws fi) li^^^^^"' 

oder 

Mit diesem Werthe stimmt der oben gefundene und mit 7, bezeichnete 
im Allgemeinen nicht überein; denn die zweiten Glieder haben das 
entgegengesetzte Vorzeichen. 
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Nur wenn das zweite Doppelintcgral verschwindet, sind dieWerthe 
J und J^ einander gleich, und das trifft immer zu, weim der Inducent 
sich bewegt, ohne dass Gleitstellen vorhanden sind. Dann müssen näm- 
lich die Werthe von r, 0-» 0— für die Grenzen a. und tf« zusammen- 

' CS ' 0(0 * ^ 

fallen. Wir finden also, dass auch in dem Falle, wo die Induction 
durch Bewegung des Inducenten erzeugt wird, der aus dem Web er- 
sehen Gesetz berechnete Werth für den Integralstrom mit der Erfahrung 
übereinstimmt; nur dürfen bei Bewegung des Inducenten keine Gleit- 
stellen zur Anwendung kommen; mit andern Worten: die Zahl der 
Stromelemente darf keine Aenderung erleiden. 

Wenn wir dagegen die Bewegung des Inducenten so einrichten, 

dass die Werthe von r, :/, 'J^ für «a, und für w«, d. h. die Werthe 

am Anfang und am Ende der Bewegung dieselben sind, so verschwin- 
det das erste Doppelintcgral, und dann wird der aus dem Web er sehen 
Gesetz berechnete Werth 

während wir früher den gerade entgegengesetzten Wefth erhalten haben. 


(10) ,__«|rg[±||ij.,. 


CO 


Die inducirten Ströme werden also nach beiden Formeln gleich stark; 
aber sie haben entgegengesetzte Richtung. 

§. 114. 
Ergebniss der Beobachtung. 

Zunächst wird fraglich erscheinen, welche der beiden Formeln mit 
der Erfahrung übereinstimme, und der eben betrachtete Fall' ist zu 
einer solchen Prüfung sehr geeignet, weil es nur darauf ankommt, die 
Richtung des inducirten Stromes zu beobachten, eine Messung aber 
weiter nicht erforderlich ist. Die Beobachtung hat ergeben, dass das 
negative Vorzeichen gilt; der aus dem Weberschen Gesetz berechnete 
Werth ist also nicht richtig; Weber selbst hat sich davon überzeugt. 
Der Versuch kann etwa folgendermaassen angestellt werden: 
Ein bei Ä durchbrochener Metallring AGB wird horizontal auf- 
gestellt und von einem andern Metallring ach umgeben, dessen Enden 
a und h mit den Enden eines Galvanometers verbunden sind. Eine verti- 
cale Axe geht durch den Mittelpunkt der Ringe und trägt eine Metall- 
schiene Z, welche gegen den Ring ACB federt. In A wird der Strom 
eingeleitet; er geht durch den Ring ACB nach der Schiene ßLy und 
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durch die Axe nach der galvani- 
schen Batterie^ zurQck. Drehen 
wir die Axe, so dass die Schiene 
von A über C nach B geht, 
dann v^ird in dem Ring ach 
ein Strom inducirt, und da die 
Endlage der Schiene in B mit 
ihrer Anfangslage in A fast 
zusammenfallt, haben wir sehr 
nahe den Fall, wo das erste 
von den beiden Doppelintegra- 
len verschwindet. Man kann 
ferner die Verbindungsdrähte 
mit der Batterie und mit dem 
Galvanometer so legen, dass 
bloss die beiden Ereisringe 
ACB und ach inducirend auf 
einander wirken. Die Berech- 
nung des Integralstromes / ist 

dann möglichst einfach; man schliesst aber ohne alle Rechnung aus 
der Definition 



'a, 9 — 


^^^'S^hAAdods, 


dass das Potential des einen Kreises auf den andern einen negativen 
Werth besitzt. 

Wir haben in dem vorliegenden Falle nur eine Gleitstelle, und 
zwar eine Gleitstelle von der Art (Tj, da in ß der Strom in das bewegte 
Stück eintritt', ferner wird 


o 


p, 


wenn P das Potential des Kreises AC B auf deo Kreis ach bezeichnet. 
Mithin ergiebt sich 


^3 




W 


P. 


dagegen J= ^ 

Da P negativ ist, wird der Integralstrom durch /, oder durch J dar- 
gestellt, je nachdem der inducirte Strom die positive oder die negative 
Richtung hat. 

Nun fiiesst der Strom in negativer Richtung. Man erkennt dies 
am Sichersten, indem man durch eine etwas andere Anordnung des 
Versuchs eine constante Ablenkung der Multiplicatornadel erzielt Ver- 
setzt man die Drehungsaxe in rasche gleichförmige Rotation, und tri£ft 
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man die Einrichtung; dass beim Ueberspringen der Feder von B nach A 
der Leiter ach geoifnet wird^ so erhält man einen inducirten Strom 
Yon nahe constanter Stärke ^ welcher eine deutlich beobachtbare Ab- 
lenkung der Nadel erzielt^ und wenn die Axe in positivem Sinne ge- 
dreht wird, so zeigt die Ablenkung einen Strom von negativer Rich- 
tung in dem Leiter ach an. Bleibt dagegen der Leiter ach immer 
geschlossen, so erleidet die Nadel gar keine Ablenkung. Dies ist fol- 
gendermaassen zu erklären. Durch Drehung der Feder von A über C 
bis B wird der Kreisstrom ACB erzeugt; dieser Strom verschwindet 
aber in dem Moment, wo die Feder von B nach A überspringt, indem 
die Leitung hiebei geöffnet wird ; die beiden Wirkungen müssen sich bei 
fortgesetzter Drehung gerade aufheben , so dass die mittlere Intensität 
des inducirten Stromes null ist. Die zweite Wirkung wird dagegen 
fortfallen, wenn der Leiter ach in dem Moment, wo die Feder über- 
springt, nicht geschlossen ist. 

Die Erfahrung lehrt somit, dass in dem betrachteten Fall der aus 
dem Weber sehen Gesetz berechnete Werth nicht richtig ist. Das 
Gesetz hat nun in so vielen und sehr verschiedenartigen andern Fällen 
zu Resultaten geführt, welche mit der Erfahrung in völligem Einklang 
stehen, dass vrir vermuthen müssen, das Gesetz gelte, auch in dem 
vorliegenden Falle, aber dasselbe sei oben nicht richtig zur Anwendung 
gebracht worden. Da der Widerspruch nur auftritt, wenn der Inducent 
Gleitstellen besitzt, müssen die Bewegungen der Elektricitäten an einer 
solchen Gleitstelle nicht richtig aufgefasst sein, und es ist Weber 
wirklich gelungen die Schwierigkeit in sehr glücklicher Weise zu lösen. 
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Zweierlei ist in der oben angestellten Rechnung übersehen. Das 

Stromstück AB gleite auf der ruhenden Schiene CDE aus der Lage 

A^ B^ in die Lage A^ B^. 

E 


//. 


n\ 


Vergleichen wir in 

dem einfachen Falle, 

wo A^B^ = A^B^y den 

Anfangszustanc" und 

den Endzustand. Am 

Anfang haben wir den 

Strom A^ B^DA^y am 

Ende den Strom 

A.^B2B^DA^A,^\ die Stromstärke soll dieselbe sein. Folglich müssen 

bestimmte Mengen von Elektricität, welche api Anfang in Ruhe waren, 

am Ende in Bewegung begriffen sein, nämlich die Mengen, welche in 


7/ 


// 


7/ 


C 


Figr. 80. 


Neumann, Vorlesungen über cloktr. StrOme. 
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den Stromstücken ^^A.^ und B^B^ fliessen. Das ist bei Berechnung der 
Wirkung nach dem Web ersehen Gesetz nicht beachtet. 

Aber noch ein zweiter Punkt ist übersehen. In dem constanten 
Strom fliesse die positive Elektricität mit der Geschwindigkeit u] das 
Leiterstück AB werde in der Richtung ^1^2 ™^^ ^^^ Geschwindig- 
keit V bewegt. Dann wird ein Theilchen positiver Elektricität vor 
dem Eintritt in das bewegte Stück durch die Gleitstelle A die Ge- 
schwindigkeit u haben y nach dem Eintritt die Geschwindigkeit t/ + t^; 
folglich hat das Theilchen beim Eintritt plötzlich den Geschwindigkeits- 
zuwachs V erhalten. Umgekehrt wird ein Theilchen negativer Elektri- 
cität vor dem Austritt aus dem bewegten Stück die Geschwindigkeit 
u — t; in der Richtung ^2^1 haben, nach dem Austritt die Geschwin- 
digkeit u, was denselben Zuwachs an Strömungsgeschwindigkeit aus- 
macht. Auch diese plötzlichen Aenderungen in den Geschwindigkeiten 
der Elektricitätstheilchen sind bei Berechnung der Wirkung aus dem 
Web ersehen Gesetz unberücksichtigt geblieben. 

Wir wollen noch in aller Kürze zeigen, wie man bei Berücksich- 
tigung der beiden Punkte aus dem Web er sehen Gesetz den richti- 
gen Werth für den inducirten Strom berechnen kann. Wir betrach- 
ten eine Gleitstelle A, wo der 
Strom aus der ruhenden Schiene ^ 


^ F 


B B' 


D E in das bewegte Stück AB 
eintritt; und berechnen den Zu- 
wachs ; welchen der Integralstrom 
in Folge der genannten beiden 
Vorgänge an der Gleitstelle in- 
halb der unendlich kleinen Zeit dt *^*«- ®'- 
erfährt. Das bewegte Stück AB gehe in der Zeit dt nach A'B\ Dann 
kommt erstens das Stromelement AA' neu hinzu. Den dadurch in dem 
Leiter s inducirten Strom können wir folgendermaassen finden. 

Nach der oben angestellten Rechnung wird dadurch , dass indem 
Stromelement da die Intensität um dj vermehrt wird, in dem Leiter s 

m 

ein Di£ferentialstrom von der Stärke 

W 2 ^ r dsdü 

erzeugt (vgl. die S. 301 angestellte Rechnung). In unserm Fall ist 
die Aenderung der Stromstärke endlich, j statt dj] ferner ist das 
Stromelement da gleich dem Wegelement AA' = d(o der Gleitstelle. 
Folglich kommt in der Zeit dt erstens zu dem Integralstrom hinzu: 

Da zweitens in dem bewegten Stück AB der Strom mit der Ge- 
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scbwindigkeit u fliessen soll, muss innerhalb der Zeit dt die Menge 
rjudt positiver £lektricität aus der ruhenden Schiene DE in das be- 
wegte Stück eintreten; diese Menge ^ welche in der Richtung da) ein- 
tretend anzunehmen ist, erhält den Geschwindigkeitszuwachs v. Dem 
entsprechend muss die Menge — ritidt negativer Elektricität in der 
entgegengesetzten Richtung aus dem bewegten Stück austreten, und 
beim Austritt verwandelt sich deren Geschwindigkeit von u — v in t/; 
wir finden also, dass die Mengen + f}udt positiver und negativer Elek- 
tricität, welche in der Richtung + do) strömen , den Geschwindigkeits- 
zuwachs V erhalten. Das entspricht dem Entstehen eines Strom- 
elementes 

j" da' = — fjv.udty 
indem da' = udf, f=-^v. Nun ist aber 

V 

j = — tju und d(a = vdt, 

c 

folglich j'da' = j dta. 

Mithin wird bei der Bewegung der Gleitstelle noch einmal genau der- 
selbe inducirende Einfluss ausgeübt, so dass der Integralstrom während 
der Zeit di den doppelten Zuwachs erhält: 

Wird also die Induction durch eine Bewegung des Inducenten mit 
Gleitstellen erzeugt, während die Stromstärke unverändert bleibt und 
der Leiter ruht, so tritt zu dem DiflFerentialstrom an einer Gleitstelle 
A^ wo der Strom in das bewegte Stück eintritt, das Glied hinzu 

an einer Gleitstelle By wo der Strom aus dem bewegten Stücke aus- 
tritt, ein ganz ähnliches Glied mit entgegengesetztem Vorzeichen. Be- 
trachten wir wieder den Fall von zwei Gleitstellen, den Werthen tfj 
und a^ von 6 entsprechend, die erstere von der Art A, die letztere von 
der Art B^ so wird der Differentialstrom 

W ^ ^^ r^ \ 080(0 2 do 3(0/ CS 

ff» 


-r S[t|-;K]''*'^ 


a. 


und hieraus folgt der Integralstrom 
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/Ci V W c^r ^ dr dr\dr . , , 


Drücken wir endlich das dreifache Integral durch Doppelintegrale aui?, 
so folgt 


Wi 


Ol 


und das ist genau der Werth^ welcher aus dem Potentialgesetz für 
den Integralstrom unmittelbar folgt. Wir haben damit dieses Poten- 
tialgesetz aus dem Web ersehen elektrischen Grundgesetz allgemein 
abgeleitet. Wir sehen ferner an dem zuletzt betrachteten Fall, dass, 
wenn es sich darum handelt den inducirten Strom zu berechnen, das 
Potentialgesetz unmittelbar den einfachsten Ausdruck liefert , während 
bei Anwendung des Web ersehen Gesetzes besondere Umstände zu be- 
rücksichtigen sind, welche die Rechnung erschweren. 
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